(2) Allgemeineszur Wahrscheinlichkeitsrechnung,
diewichtigsten Beispiele

(2.0) Einleitung

In der Vorlesung geht es ab jetzt um Stochastik, die Kunst des "guten” Vermutens, das Gebiet
der Mathematik, in dem Aussagen Uber mit Unsicherheit behaftete Vorgange gemacht
werden. Die Aussagen bei diesen Vorgédngen sind nicht mehr "sichere® Wenn-Dann-
Aussagen, also nicht mehr Sétze von der Form:

"Wenn die Voraussetzung A vorliegt, tritt das Ereignis B ein.”
sondern Aussagen dartber, wie wahrscheinlich unter der bestimmten Voraussetzung A das
bestimmte Ereignis B (das Eintreten des Ereignisses B) idt.

Die mathematische (wissenschaftliche) Behandlung derartiger "Zufalls-Experimente” geht in
der Geschichte weit zuriick:

Mit Fragen Uber glunstige oder ungunstige Erwartungen bei Glicksspielen haben sich
beschéftigt:

Cardano (1501-76, "Liber de ludo aleae"),

Huygens (1629-95)

Jakob Bernoulli ("Ars coniectandi", 1654-1705),
Pascal (1623-62)

Euler (1707-83)

L aplace (" Théorie analytique des probabilités', 1814)

Von aulferhalb der Mathematik kamen ebenfalls Versuche, den Zufall begrifflich in den Griff
zu bekommen: zum Beispiel aus der Okonomie (K eynes, 1921). Sie trugen wohl zur Klarung
der Begriffe, nicht aber zu einer Grundlegung der Theorie bel.

Der Versuch, die Wahrscheinlichkeit in einer Theorie abzuhandeln, und ein Axiomensystem
fur Wahrscheinlichkeitsrdume zu geben, wurde erst von K olmogor off (1933) verwirklicht.

Er gab Anfang dieses Jahrhunderts die noch heute ubliche theoretische Grundlage fur die
mathemati sche Beschaftigung mit dem Zufall.

Bekannt fur die "Mathematik der Glicksspiele® waren im 18. Jahrhundert auch die Namen
Lacroix, de Montmort und de Moivre. Sie waren Mathematiker, die bestimmte Probleme
formulierten und auch |6sten. Aber ebenso bekannt wurde ein gewisser Chevalier de Méré
(1607-84), ein Laie, der sich mit drei beriihmt gewordenen Problemen an Blaise Pascal
wandte, wortber Pascal in einem Brief an Fermat 1654 berichtete.

Den Bezug zur realen Welt in Bezug auf Wahrscheinlichkeitsberechnungen versuchen wir
nunmehr ausfuhrlich in Kapitel 2 herzustellen, in dem wir die gangigsten Glicksspiele
beschreiben, Wrfeln, Lotto, TOTO und Roulette zum Beispiel, und unter Annahmen tber die



Gleichwahrscheinlichkeit bestimmter "Ergebnisse” die Wahrscheinlichkeit anderer Ereignisse
berechnen, und die meisten im téglichen Leben (in der Schule) auftretenden stochastischen
Fragen behandeln.

Die hier benutzte Methode wird stets diesel be sein:

Gemacht wird die Annahme, dass bestimmte Ergebnisse (eines Versuchs, Glickspiels)
gleichwahrscheinlich ("gleichverteilt") sind, dass wir also die "sémtlichen Mdglichkeiten™ fir
den Ausgang des Versuchs kennen, als gleichwahrscheinlich ansehen und abzahlen kénnen.
Dann benutzen wir zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit p(A) eines bestimmten
Ereignisses A die sogenannte LAPLACE-FORMEL (Urformel)

[Anzahl der fur A glnstigen Mdglichkeiten]
p(A) =

[Anzahl aller Moglichkeiten]

Wie aus dieser Beschreibung ersichtlich ist, wird unsere Hauptbeschéftigung sein, Anzahlen
bestimmter Mdéglichkeiten zu bestimmen. Schon der beriihmte Sir Francis Galton (1822-
1911, Begrunder eines "Statistischen" Forschungsinstituts, noch heute Teil des University
College London, ab 1911 war Ubrigens Pearson Direktor an diesem Institut, bekannt z.B.
durch das " Galtonsche Brett") sagte: "Wann immer du kannst, zahle!".

Dieses Zahlen von Mdglichkeiten (Bestimmen der Mé&chtigkeit bestimmter endlicher

Mengen) ist Gegenstand der Kombinatorik. Die "Maoglichkeiten" in den verschiedensten
Situationen muissen jeweils mit den "richtigen" mathematischen Objekten identifiziert
werden, damit eine systematische (rekursive, explizite oder formelmaliige) Abzéhlung
erfolgen kann.

Diese Kombinatorischen (Grund-)Aufgaben werden wir jetzt erst einmal anhand der
wichtigsten Beispiele zur Kenntnis nehmen, einigermal3en salopp behandeln und auch [6sen.

In Kapitel 1 (Kombinatorik) wurden die Begriffe bzw. Sétze prézise definiert bzw. streng
bewiesen.

Zusammenfassung:

(i) Bei gewissen Abzahlproblemen lassen sich die ,, Mdglichkeiten” , die es zu zdhlen gilt, als
Paare (2-Tupel), Tripel (3-Tupel) oder algemein als k-Tupel mit Komponenten aus der
Menge{1, 2, ..., n} identifizieren (vielleicht auch nur digjenigen mit einer bestimmten
Nebenbedingung). Daher ist eswichtig, diese Tupel zéhlen zu kdnnen.

Wenn die Komponenten ,,unabhéngig“ sind, hat man die einfache M ultiplikationsfor mel.

(if) Bei gewissen anderen Abzahlproblemen lassen sich die,, Mdglichkeiten®, die es zu zdhlen
gilt, mit den k-Teilmengen ausder Menge{1, 2, ..., n} identifizieren (vielleicht auch nur
digjenigen mit einer Nebenbedingung). Daher ist es wichtig, diese Teilmengen z&hlen zu




n
kénnen. Wenn es sich um die sdmtlichen k-Teilmengen handelt, ist die Anzahl gleich (kj

dem entsprechenden Binomialkoeffizienten, und fUr ihn hat man z.B. die explizite Formel.

Faustregel: Tupel zdhlenist leicht, Mengen zdhlen ist schwer.

Jetzt konnten wir schon Wahrscheinlichkeiten bei den bekanntesten Zufallsexperimenten wie
dem "Ziehen von Kugeln aus einer Urne" berechnen.

Aber nicht so schnell: erst mal zum Begriff "Wahrscheinlichkeit". Diskutieren wir die
bekanntesten Beispiele, und versuchen, ein Gefuhl fur den Begriff zu bekommen.

(2.1) Der Wahrscheinlichkeitsbegriff

Es geht um Aussagen eines bestimmten Typs.

Jewells betrachten wir ein bestimmtes Ereignis A, dasin einer bestimmten Situation, bei
einem bestimmten Experiment, eintreten kann oder auch nicht. Und Uberlegen, wie
wahrscheinlich esist, dal3 A eintritt.

Zum Beispiel im Lotto zu spielen, wére ein interessantes Experiment. Dabel kdnnte es sich
ereignen, dassich einen "Sechser”" habe und Milliondr werde. Dazu miiften meine
angekreuzten Zahlen bei der Ziehung im Fernsehen auch gezogen werden.

Wie kann ich das Ereignis A (6 Richtige) nun formulieren?

- Ich sehe die Gewinnzahlen im Fernsehen und frage mich, ob ich diese sechs Zahlen
angekreuzt habe. In diesem Fall ist das Zufallsexperiment (mein Ausfillen) schon
durchgefuhrt worden. Und dann formulieren wir unsere Aussage in der Vergangenheitsform.
A : ="lIch habe die richtigen Zahlen angekreuzt."

- Ich schaue mir die Ziehung im Fernsehen an und frage mich, welche sechs Zahlen gezogen
werden. In diesem Fall wird das Zufallsexperiment (die Ziehung) gerade durchgefihrt. Und
dann formulieren wir unsere Aussage in der Gegenwart.

A : ="Sie ziehen meine Gewinnzahlen."

- Ich fulle meinen Tippzettel aus und frage mich, welche sechs Zahlen wohl am Samstag
gezogen werden. In diesem Fall wird das Zufallsexperiment (die Ziehung) erst spater
durchgefiihrt. Und dann formulieren wir unsere Aussage in der Zukunftsform.

A : ="Eswerden am Samstag meine Zahlen gezogen werden."

Auf die zeitliche Formulierung kommt es nicht an. Das Eintreten eines Ereignisses kannin
Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft betrachtet und formuliert werden.




Diskutieren wir AulRerungen tiber die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen bei bestimmten
"Zufals-Experimenten”. Denken wir uns as Ereignis A zum Beispiel
="esregnet" bei einer bestimmten Wetterlage
A ="Zusatzzahl 23" bel einer Lottoziehung
A ="alle haben bestanden” bei einer bestimmten Klausur.

Dann sind Aussagen moglich wie:

"Hundertprozentig tritt A ein."

"Sicher tritt A ein.”

"Hoéchstwahrscheinlich tritt A ein.”

"Maoglicherweise tritt A ein.”

"Die Chancen fir A stehen 50 zu 50."

"Esist vollkommen offen, ob A eintritt."

"Esist eher unwahrscheinlich, dass A eintritt.”

"Esist sehr unwahrscheinlich, dass A eintritt."

"Esist ausgeschlossen, dass A eintritt.”

"Null Chance, dass A eintritt."

Wie wir sehen, werden die Chancen fir A in unserer Liste immer schlechter; sie sinken von
100% auf 0% ab. Und das bedeutet, dass wir immer weniger glauben, dass A eintritt. Wenn
wir auf A oder nicht A wetten (raten, setzen) mufiten, wirden wir oben auf "A", unten auf
"nicht A" setzen, in der Mitte unsicher sein.

Die Chancen-Angabe in Prozent sieht nach einer zahlenméal3igen Beschreibung unseres
Gefiihls, unseres Vertrauensin A aus. Und genau das Mal3 an Vertrauen, dasman in das
Eintreten von A hat, nennt man " Wahr scheinlichkeit” von A, in Symbolen p(A). Weil
Wahrscheinlichkeit lateinisch "probabilitas’ heil3t, nennen wir es tbrigens p(A) und nicht
w(A).

und p(A) ist daher eine Zahl zwischen 0 und 1 (eine Prozentzahl zwischen 0% und 100%),
die beschreibt, wie wahrscheinlich das Eintreten von A ist. Meist ist das"p" ein kleines p,
manchmal aber auch ein grofRes (wenn es zu V erwechslungen kommen konnte).

Die Wahrscheinlichkeit p(A) einesEreignisses A ist der Grad (das Mal3) an Vertrauen,
das man in das Eintreten von A hat.

Sie wird durch eine Zahl zwischen 0 und 1 oder durch eine Prozentzahl (Anteil an der
vollkommenen Sicherheit) wiedergegeben.
Sieist eventuell von Mensch zu Mensch beim selben Ereignis verschieden, also subjektiv.

Ich hoffe, dass Sie "glauben™, dass es so etwas wie "die Wahrscheinlichkeit von A" gibt.
Zumindest wenn die Situation, das Zufall sexperiment, genau genug beschrieben ist. Und
zumindest "fur Sie personlich”.

Dass manche Ereignisse sehr wahrscheinlich (p(A) nahe 1), manche sehr unwahrscheinlich
sind (p(A) nahe 0). Es kommt darauf an, diese Wahrscheinlichkeit zahlenméfdig in den Griff
zu bekommen, vielleicht sogar auszurechnen.

Das geht aber mit so etwas " Schwammigem” wie "Mal3 an Vertrauen™ nicht gut.

Dazu misse wir aber versuchen, den Begriff noch genauer zu fassen, zu definieren, bzw. ihn
und seine Eigenschaften objektiv, "axiomatisch" festzulegen.




Wo haben wir aber unser Vertrauen in das Eintreten von A her? Aus der Erfahrung.

Wenn wir ein Experiment schon oft durchgefihrt haben, und A ist sehr selten eingetreten, ist
A fir uns sehr unwahrscheinlich. Ist A hingegen sehr oft eingetreten, so betrachten wir A als
sehr wahrscheinlich. Bei einem nur sporadischen Auftreten von A wirden wir A eine kleine
bis mittlere Wahrscheinlichkeit zumessen. Offenbar sehen wir als Grund fur haufiges bzw.
seltenes Eintreten von A seine grof3e bzw. kleine Wahrscheinlichkeit an. An der Haufigkeit
des Eintretens von A konnen wir "ablesen”, wie wahrscheinlich A ist.

Naturlich ist die absolute Haufigkeit (des Eintretens) von A, das heif3t die Anzahl, wie oft A
eingetreten ist, vollig irrelevant, solange nicht gesagt wird, wie oft man das Experiment
insgesamt durchgefiihrt hat.

Bei nur einer Durchfiihrung des Experiments wird auch das sicherste Ereignis nicht haufiger
alseinmal eintreten konnen, wahrend bei einer Milliarde Durchfihrungen des Experiments
auch ein eher unwahrscheinliches Ereignis durchaus ein paarmal eintreten wird. Die
Haufigkeit des "Eintreffens’ von A muf3 sinnvollerweise auf die Anzahl der Durchfihrungen
des Experimentes bezogen werden. Dann erhalt man die relative Haufigkeit des "Eintreffens’
von A.

Und wir sind uns offenbar einig:

Dierelative Haufigkeit des Eintretensvon A in einer (langeren) Versuchsreiheist ein Maf3
fur seine Wahr scheinlichkeit.

Erstaunlicherweise liefern die relativen Haufigkeiten des Ereignisses A bei hinreichend
langen Versuchsreihen tatséchlich approximativ (asymptotisch) eine bestimmte (und immer
wieder dieselbe) Zahl zwischen O und 1, die man as p(A) hernehmen kdnnte. Das kdnnte man
die statistische Wahr scheinlichkeit von A nennen.

Trotzdem ist dieses "experimentelle Festlegen” von p(A) noch nicht das Gelbe vom Ei.
Wenn man p(A) wissen will, mufd man lange Versuchsreihen durchfiihren, dasist schon
umstandlich. Und zwei Leute, die beide dieselbe Wahrscheinlichkeit p(A) herausbekommen
wollen, erhalten vielleicht (geringfugig) unterschiedliche Werte. Wieder ist p(A) nicht ein for
ale Ma und unbestritten festzulegen. Das ist auch der Grund dafiir, dal3 sich eine auf
relativen Haufigkeiten bei langen V ersuchsreihen aufbauenden Definition fir
Wahrscheinlichkeit (wie etwa von v. Mises vorgeschlagen) nicht gehalten hat. Es gilt jedoch
das " Gesetz" (es gibt die allgemeine Uberzeugung), dai’ sich die relativen Haufigkeit eines
Ereignisses A bei oftmaligem Wiederholen desselben Experiments der Wahrscheinlichkeit
p(A) nahert.

Geht es nicht irgendwie objektiver?
Doch. Die sogenannte klassische Wahr scheinlichkeit.

In manchen Zufallsexperimenten kann man Symmetriebetrachtungen anstellen, und sich
Uberlegen, dass gewisse Ausgange, also Er gebnisse des Experiments, "M dglichkeiten”,
"Falle", gleichwahrscheinlich sind, dal3 wir keinen unter ihnen als wahrscheinlicher alsdie
anderen ansehen konnen. Diese Ergebnisse haben dann offenbar die gleiche
Wahrscheinlichkeit. Wenn wir einem Ereignis A nun ansehen, dal3 es bei manchen dieser
Ausgange eintritt (dass diese "gunstig" fur A sind), dann wird A immer wahrscheinlicher, je
mehr V ersuchsausgange ginstig fur A sind ( d.h. je"6fter" A eintritt), bzw. je
wahrscheinlicher A ist, bei desto mehr Ausgangen wird A auch eintreten.




Ungunstig fir A nennen wir einen Versuchsausgang w, wenn beim Versuchsausgang w das
Ereignis A nicht eingetreten ist.

Der Anteil der fur A glinstigen Ver suchsausgange (an den samtlichen moglichen
Versuchsausgangen) ist also ein Mal} fur die Wahrscheinlichkeit von A.

Testen wir das an einem leichten Beispiel: einmal wirfeln mit einem gewohnlichen Wirfel.
Niemand wird bestreiten, dal? die Ergebnisse (Versuchsausgange) "1, "2", ..., "6"
gleichwahrscheinlich sind.

Jetzt kbnnen wir aber auch sagen, dass"1" ein Ereignisist, dessen Wahrscheinlichkeit man
wissen méchte.

Wie gro3ist nun die Wahrscheinlichkeit far "1"?

Die Antwort ist nattrlich p("1") = 1/6.

Und der Anteil der fur das Ereignis 1" glinstigen Versuchsausgange (1) an der Anzahl aller
V ersuchsausgange (6) it tatsachlich 1/6.

Wir wollen die Antwort aber noch mehr motivieren.

Bel unserem " Sechser-Wiirfel" haben wir eine bestimmte Wahrscheinlichkeit fir " 1", die wir
We(1) nennen. Sieist nicht besonders klein, aber auch nicht grof3.

Bei einem Wrfel mit nur einer Seite (wenn etwa auf allen Seiten die Zahl 1 steht) waren wir
ganz sicher gewesen, dal3"1" eintritt, d.h. eswarew,(1) = 1.

Bei einem Wrfel mit 2 Seiten, etwa einer Minze, hétten wir sicher eine 50%-ige Chance,
eine"1" zuwirfeln - d.h. w,(1) = /2.

Und bel Wirfeln mit mehr als 6 Seiten (Dodekaedern oder 1kosaedern, also 12 oder 20) wére
die Wahrscheinlichkeit offenbar indirekt proportional zur Seitenanzahl abgefallen.

Wir kénnen vermuten, dal3 bei gleichwahrscheinlichen Versuchsausgéangen die
Wahrscheinlichkeit fir einen bestimmten Ver suchsausgang indir ekt proportional zu
ihrer Anzahl ist. Und diese indirekte Proportionalitét legt nahe, dal3 w,(1) = 1/n gilt.

Also erhaten wir fir unseren Wiirfel wie oben p(*1") = 1/6.

Das hat jetzt die Wahrscheinlichkeit der einzelnen (gleichwahr scheinlichen) Versuchs-
ausgange betroffen. Bei genau n M dglichkeiten hat jede die Wahr scheinlichkeit 1/n.

Seai p("1") =p("2") =...=p("6") = x (alle gleichwahrscheinlich, das sei angenommen).
Wenn ich das Ziel habe, eine 1 zu wirfeln, habe ich also die Chance x, zu gewinnen.
Wieist das, wenn ich (bei entsprechenden Spielregeln) bei "1" und auch bel "2" gewinne?
Habe ich dann nicht die doppelte Chance zu gewinnen? Oder wenn eine gerade Zahl zum
Gewinnen ausreicht: dann doch sicher die dreifache Chance! Offenbar erhdhen sich meine
Chancen in dem Mal3e, wie die Anzahl der Versuchsausgange, bei denen ich gewonnen habe,
die also gunstig fur mich sind.

Es liegt nahe, die Chancen fir einen "Gewinn" (das Eintreten eines bestimmten
Ereignisses) as Summe der Wahrscheinlichkeit der fur das Ereignis glinstigen

V er suchsausgange anzusehen.

Daldirgendeine der Zahlen 1 bis 6 eintritt, ist sicher, hat also Wahrscheinlichkeit 1.

Also gilt

p("1" oder "2" oder "3" oder "4" oder "5" oder "6") =X + X +X + X + X + X =6x=1.
Daher ergibt sich p("1") = x = /6.




Esist —wie eben schon suggeriert - naheliegend, dal3 die Wahr scheinlichkeit eine

Eigenschaft hat, die man " Additivitat" nennen konnte:

Wenn man Ergebnisse (oder sogar Ereignisse) A und B beide als "Gewinn" ansieht, so ist
p(Gewinn) = p(A oder B) = p(A) + p(B).

Dies gilt zwar nicht fUr alle Paare A, B von Ereignissen, man muss da noch vorsichtig sein,

aber doch oft (genaueres weiter unten!).

Wie wahrscheinlich ist nun ein Ereignis A, fir das g der N Versuchsausgange gunstig sind?

Wir haben zwei Formeln zur Auswahl!

Anteil der guinstigen Versuchsausgange: p(A) = g/N. (klassisch)

Summe der Wahr scheinlichkeiten der fir A glinstigen Ver suchsausgénge (jeder sei
gleichwahrscheinlich, habe also Wahrscheinlichkeit 1/N): dann ergibt sich
p(A)=1/N+1UN+..+1/N=q( /N)=gN.

Wir erhalten also das gleiche Resultat.

Formelmafdig:

[Anzahl der fur A glnstigen Mdglichkeiten]
p(A) =

[Anzahl aller M oglichkeiten]

Dabel muss nur sichergestel It sein, dass die benutzten "M églichkeiten” genau solche
gleichwahrscheinlichen Moglichkeiten sind, wie wir sie diskutiert haben. Und dass die
Wahrscheinlichkeit fir sie additiv ist.

Diese Urfomel, oder auch L aplace-For mel, werden wir meist benutzen. Und sie wird auch
fast immer in der Schule benutzt.

Wenden wir die Formel bei einigen Beispielen an.

Bleiben wir beim Wrfeln. Betrachten wir die Ereignisse
A ="gerade Zahl", B = "Primzahl", sowie C ="A oder B tritt ein", D ="A und B treten ein".
Offenbar sind die Hélfte der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5und 6, némlich 2, 4 und 6, gerade, alsoist die
Hélfte der Versuchsausgange ginstig fir A, und wir haben p(A) = 1/2.
Offenbar sind auch die Halfte der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6, nédmlich 2, 3 und 5, Primzahlen,
also ist die Halfte der Versuchsausgange gunstig fur B, und wir haben p(B) = 1/2.
Der Fall "A oder B", dal3 man also bei einer geraden Zahl, aber auch bei einer Primzahl
"gewonnen" hat, hat bereits sehr grof3e Wahrscheinlichkeit. Er tritt bei den Ergebnissen 2, 3,
4,5,und 6 ein, dsoin5von 6 Félen: p(C) = 5/6.

{2,3,4,5,6} ={2,4,6}1{2,3,5}




Andersbei "A und B": hier ist nur der Fall "2" ein"Gewinn": p(D) = 1/6.

{2} ={2,4,6}n{2,3,5}.
Das Ereignis D ist zwar eher unwahrscheinlich, aber nicht unmdglich: die Ereignisse A und
B kdnnen gleichzeitig auftreten, sie schlief3en sich nicht gegenseitig aus. Sie sind nicht
unver einbar, sondern sie haben einen gemeinsamen guinstigen Versuchsausgang, einen, der
fur A und B ginstig ist. Offenbar handelt es sich um den Schnitt der fir A und der fir B
gunstigen V ersuchsausgange.

P(A) = Yo
p(B) = Yo
p(C) = p(A oder B) = 5/6
p(D) = p(A und B) = 1/6

Wiewir sehen, gilt hier nicht p(A oder B) = p(A) + p(B).
Im Gegensatz zu p("2" oder "3") = p("2") + p("3"), einer Situation, wo sich die Ereignisse 2"
und "3" gegenseitig ausschl ossen.

Die Ereignisse A und B als "dle Versuchsausgange”" (als"ale Mdglichkeiten") hernehmen zu
wollen, hétte falsche Ergebnisse gebracht. Sie haben meherere "Fehler”:

(1) es gibt mdgliche Ergebnisse (Ver suchsausgange) des Experimentes, fir die weder A
noch B gunstig gewesen wéren, wie etwa das Ergebnis "1". Dem hétten wir die
Wahrscheinlichkeit O geben missen, weil jaweder A noch B gunstig daf ir sind, obwohl " 1"
ein mogliches Ergebnisist.

(2) esgilt nicht die Additivitat, da sie sich gegenseitig nicht ausschlief3en.

Also kénnenwir nicht A undB as"ale Mdglichkeiten" in der Laplace-Formel
gebrauchen.

Wann kénnen wir die Laplace-Formel fir die Berechnung von p(A) einsetzen?

(& wennwir eine endliche Anzahl von V ersuchsausgangen (Ergebnissen, Moglichkeiten,
Elementarereignissen) angeben kénnen, die
- sdmtlich gleichwahrscheinlich sind, und
- sich gegenseitig ausschlief3en, und
- dlesabdecken, so dai3

(b) sich A Uber diese Versuchsausgange beschreiben 183, d.h. dal3 diese jeweils entweder
gunstig oder unguinstig fur A sind.

Hierbei ist (@) klar: die Anzahl soll jaiin die Formel eingehen; da mul3 es eine (endliche) Zahl
sein. Die anderen Kriterien bedeuten:

Bei jeder moglichen, denkbaren Durchfihrung des Experimentes kdnnen niemals zwei dieser
V ersuchsausgange gleichzeitig auftreten, zu jeder moglichen, denkbaren Durchfihrung des
Experimentes gibt es also hichstens einen dieser Versuchsausgénge.



und: bei jeder mdglichen, denkbaren Durchfihrung des Experimentes muf einer dieser

V ersuchsausgange auftreten, zu jeder méglichen, denkbaren Durchf hrung des Experimentes
gibt es also mindestens einen dieser Versuchsausgange.

Gemeinsam bedeutet also, dal3 zu jeder moglichen, denkbaren Durchfihrung des
Experimentes genau einer dieser Versuchsausgange gehort.

Und das ist sicher genau das, was wir uns unter den sédmtlichen Méglichkeiten, unter den
samtlichen Ergebnissen des Experimentes vorstellen.

Und die Liste der Ergebnisse des Experiments muss natiirlich etwas mit dem Ereignis zu
tun haben, flr daswir unsinteressieren.

Weitere " Gegenbeispiele”:

Bleiben wir beim Wrfeln. Betrachten wir die Ereignisse

A ="gerade Zahl", B = "Primzahl", sowie E = {1}, F = {ungerade Primzahl}.

(i) Dann decken die Ereignisse A, B und E alles ab, schlief3en sich aber gegenseitig nicht
aus.

(i) Die Ereignisse A, F und E decken alles ab, schlief3en sich gegenseitig auch aus, sind aber
nicht gleichwahrscheinlich! p(A) =¥, p(F) = 1/3, p(E) = 1/6.

Ubrigens. Die Ergebnisse"1" bis"6" beim Experiment "einmal wiirfeln" erfillen die
Bedingungen (a) bis (d), sind also prinzipiell ok zum Rechnen (und werden praktisch immer
verwendet) - passen aber trotzdem nicht bei allen Ereignissen A. Zum Beispiel weild man
dabei nicht, ob der Wirfel vom Tisch gefallen ist oder nicht. Das Ereignis A ="Wadrfel fallt
vom Tisch" 183t sich durch diese Ergebnisse nicht beschreiben.

Fir dieses Ereignis mif3te man andere Versuchsausgange hernehmen, deren
Wahrscheinlichkeiten man eventuell als Erfahrungswerte (relative Haufigkeiten) kennt.
Wenn man z.B. durchschnittlich alle zehn Wirfe einmal auf dem Boden herumkriechen muf3,
um den heruntergefallenen Wirfel aufzuheben, wird man p(A) = 1/10 ansetzen. Dann kénnte
man das Ereignis B = "Wrfel auf dem Tisch" dazunehmen, und (da man ja durchschnittlich
in 9 von 10 Falen nicht kriechen muf3te) p(B) = 9/10 setzen.
Nun wéren A und B tatséchlich sich gegenseitig ausschlief3ende V ersuchsausgange, die "alles
abdecken": bel jeder Durchfihrung des Experimentes muf3 genau einer der beiden Félle
eintreten. Und man hat auch die Additivitét der Wahrscheinlichkeit:

1=p(A oder B) =p(A) + p(B) = /10 + 9/10

Ubrigensist B das "Gegenereignis' zu A: estritt genau dann ein, wenn A nicht eintritt! Das
heif3t: die fir B glnstigen Ergebnisse sind genau die fir A unglinstigen. Und wir haben
gelernt:

Sind A und B Gegenereignisse zueinander, das heif3t tritt A genau dann ein, wenn B nicht
eintritt, so gilt p(A) =1- p(B).

Langsam kodnnen wir anfangen zusammenzufassen, was wir fir Aussagen Uber
Wahrscheinlichkeiten bereits a's einleuchtend bzw. richtig akzeptieren.

Wir denken uns ein Experiment und eine Menge von fir die Laplace-Formel geeigneten
V ersuchsausgangen dazu.
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Ein unmdgliches Ereignisist ein Ereignis A, das niemals eintritt, bei keinem einzigen
Versuchsausgang. Das heil3t: kein einziger Versuchsausgang ist ginstig fur A, alle sind
ungunstig. Also p(A) =0.

EinsicheresEreignisist ein Ereignis A, das stets eintritt, bel jedem Versuchsausgang. Das
heil3t: jeder Versuchsausgang ist ginstig fur A.

Also p(A) =1.

Alle"anderen" Ereignisse haben Wahr scheinlichkeiten zwischen O und 1.

Schlief3en sich zwei Ereignisse A und B gegenseitig aus, so gibt es keine fur beide giinstige
V ersuchsausgange. Das heildt: die fir A oder B glinstigen Versuchsausgange setzen sich als
digunkte Vereinigung zusammen aus denen, die fir A gunstig sind, und denen, die fir B
gunstig sind. Es gilt p(A oder B) =p(A) + p(B).

Insbesondere gilt p(nicht A) =1 - p(A).

Fir die Beweise dieser (wenn man die Laplace-Formel zur Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten verwendet) Tatsachen nennt man die Menge aller Versuchsausgange Q,
die Menge der fir A gunstigen Versuchsausgénge Q;, und die Menge der fir B glnstigen

V ersuchsausgange Q.. Dann ist [ die Menge der fir ein unmdgliches Ereignis glinstigen, Q
die Menge der fir ein sicheres Ereignis gunstigen, Q; [0 Q, die Menge der fir das Ereignis
"A oder B" gunstigen und Q - Q; die Menge der fir das Gegenereignis zu A gunstigen (= der
fur A ungunstigen) Versuchsausgange, und man kann alles nachrechnen.

(2.2) DasUrnenmodell: Ziehungen "k ausn"

Offenbar besteht bei vorgegeben Aufgaben zur Wahrscheinlichkeitsrechnung das
Hauptproblem darin, zu wissen, welches (und wie vielel!) die gleichwahrscheinlichen
Ergebnisse des Experiments sind, die man fir die Laplace-Formel hernehmen soll.

Das néchste Problem ist dann, die fir das Ereignis A glinstigen dieser Ergebnisse abzuzahlen.

Eine Ubliche Vorgehensweise ist die, das Experiment mit einem bekannten Modell zu
identifizieren, das gefragte Ereignis mit dem entsprechenden Ereignis in diesem Modell zu
identifizieren - und alle Rechnungen in dem Modell auszufhren.

Beschreiben wir das Standard-Zufallsexperiment (das "Urnenmodell") in seinen vier
Varianten, bei dem man genau weil3, wie die " samtlichen Mdglichkeiten” aussehen.

In einer Urne (oder einer Schiissel, traditionell sagt man allerdings immer Urne) befinden sich
n Kugeln. Sie tragen, damit man sie unterscheiden kann, die Nummern 1 bisn.

Nun zieht jemand k mal nacheinander eine Kugel aus der Urne und schreibt sich die Nummer
auf. Die gezogenen Zahlen sind das Ergebnis der Ziehung.
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Die Frage ist nun: wie viele M 6glichkeiten (Ergebnisse der Ziehung) gibt es?

Und wie gesagt, es gibt vier Varianten.

Man kann bei der Durchfiihrung die gezogene Kugel jeweils wieder in die Urne zurticklegen
oder auch nicht. Das macht einen grof3en Unterschied, denn im einen Fall ist es méglich, dal3
manche Zahlen bei einem Ergebnis mehrfach vorkommen kdnnen, im anderen Fall nicht.
Und zum zweiten ist denkbar, dal3 man sich fir die Reihenfol ge der gezogenen Zahlen
interessiert oder nicht.

Esgibt also die Varianten einer Ziehung "k ausn":

()  mit Reihenfolge, mit Zurticklegen
(I mit Reihenfolge, ohne Zurlicklegen
(111)  ohne Reihenfolge, ohne Zuriicklegen
(V) ohne Reihenfolge, mit Zurticklegen.

Beschreiben wir die Ergebnisse (Mdglichkeiten) in jedem der vier Féle und berechnen ihre
Anzahl. Wir nennen auch jedesmal die (etwas altertimlichen und in der Literatur nicht ganz
einheitlichen) Namen der M églichkeiten: es handelt sich um Variationen, Per mutationen
und K ombinationen. Man kénnte jeweils noch dazu angeben "welcher Stufe oder auch
Klasse" (in unserem Fall k) und aus "welcher Grundgesamtheit” (in unserem Fall n) sie
stammen. AulRerdem mul3 gesagt werden "ohne Wiederholungen” oder "mit
Wiederholungen". Esist ein ziemliches Durcheinander mit den vielen Bezeichnungen. Aber
das nehmen wir nicht so genau.

Wir werden lieber unsere (mathematischen) Begriffe

- k-Tupel

- k-élementige Menge

fur mit Reihenfolge oder ohne Reihenfolge angegebene k Elemente benutzen. Und durch ein
- von paarweise verschiedenen

- von nicht notwendig verschiedenen

Elementen aus{1,2,...,n} sagen, ob Wiederholungen zugelassen sind oder nicht.

k-Variationen sind k-Tupel, eskommt auf die Reihenfolge an;

- mit Wiederholungen kann man bei einer Grundgesamtheit von n Objekten k-
Variationen zu beliebig grofRem k bilden

- ohne Wiederholungen gibt es zu k > n keine k-Variationen

Permutationen sind n-Variationen ohne Wieder holungen

k-K ombinationen sind k-Mengen, es kommt auf die Reihenfolge nicht an.

- ohne Wiederholungen sind es die gewdhnlichen k-elementigen Teillmengen der n-
elementigen Grundmenge, die gibt esnur fir 0< k < n,

- mit Wiederholungen sind es "Mengen" von k Elementen der n-elementigen Grundmenge,
die aber nicht alle verschieden zu sein brauchen. Die gibt es auch fur k > n.
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Abzuzéhlen, wie viele Ergebnisse esin den vier Varianten jeweils gibt, ist eine Sache. Gleich
werden wir die vier Formeln sehen — die Formeln fir die vier "kombinatorischen
Grundaufgaben". Die merkt man sich. OK.

Sie sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

Ergebnisanzahlen bei einer ohne Zurticklegen mit Zurtcklegen
Ziehung "k aus n"
mit Reihenfolge _on
n(h-1)[(n-2)[1.[(n-k+1) = (n—k! | NADCLG= K
ohne Reihenfolge (nj (n +k —1j
k k

Aber man muss noch etwas dazu merken, wenn man das Urnenmodell zu
Wahrscheinlichkeitsberechnungen benutzen will:

man muss auch wissen, "welche Ergebnisse brauchbar sind”, aso in der LAPLACE-Formel
benutzt werden dirfen, und welche nicht. Das habe ich durch die Farbe, in der die Formeln
gedruckt sind, angedeutet.

Grundvoraussetzung ist, dal3 die Ziehung zuféllig geschieht, das heil3t, dal3 stets (bei jedem
Hineingreifen) jede in der Urne vorhandene Kugel dieselbe Chance hat, gezogen zu werden,
z.B. indem jedesmal intensiv gemischt wird, und der Ziehende blind ist (oder zumindest nicht
hinschaut, welche Kugel er nimmt). Und diese V oraussetzung muss tbrigens auch in der
Situation erfillt sein, die man mit der Ziehung aus der Urne "model lieren™ will — also jeder
einzelne"Zug" mussrein zufallig sein, und jede gerade vorliegende "Kugel" muss dieselbe
Chance haben.

Und dann sind die Ergebnisse in drei der vier Varianten "blau”, in einer "rot".

Ein Grund dafir, dass die Variationen stets gleichwahrscheinlich sind, wird spéter angegeben:
man fasst das k-fache Ziehen als "Mehrfach-Experiment” auf —und da gelten fir die
Wahrscheinlichkeiten Produktformeln, so dass man mit dieser Sichtweise ausrechnen kann,
dass die Variationen dieselbe Wahrscheinlichkeit haben, also gleichwahrscheinlich sind.

Wir kénnen uns aber auch auf den Standpunkt stellen, dass es keinen sichtbaren Grund daf tr
géabe, dass irgendeine der Variationen wahrscheinlicher sein sollte als eine andere. Wir sagen
also einfach: offenbar sind sie gleichwahrscheinlich.

Auf dieser Basis haben wir unsere LAPLACE-Formel zur Verfigung und kénnen die
Wahrscheinlichkeiten der Kombinationen in den beiden Fallen ausrechnen. Dann ergibt sich,
dass die k-K ombinationen ohne Wiederholungen gleichwahrscheinlich (also blau) sind,
wahrend fur k > 1 die k-Kombinationen mit Wiederholungen nicht gleichwahrscheinlich (also
rot) sind.
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(1) mit Reithenfolge, mit Zur ticklegen

Hier soll man beim Aufschreiben der k gezogenen Zahlen die Reihenfolge beachten, in der sie
gezogen wurden. Am einfachsten macht man das, indem man k-Tupel schreibt: in diei-te
Komponente des Tupels schreiben wir diei-te gezogene Zahl. Dann erhdlt man aso als
Moglichkeiten die samtlichen k-Tupel von Zahlenaus{1,2,...,n}. Nattrlich sind
Wiederholungen erlaubt, weil ja zuriickgel egt wird.

Diese M6glichkeiten nennt man wie gesagt Variationen mit Wieder holungen. Und es gibt
davon genau nk Stiick.

Diese Variationen sind samtlich gleichwahr scheinlich, man kann sie fiir die Laplace-
Formel hernehmen.

(1) mit Reihenfolge, ohne Zur ticklegen

Wieder soll man beim Aufschreiben der k gezogenen Zahlen die Reihenfolge beachten, in der
sie gezogen wurden. Am einfachsten macht man das, indem man k-Tupel schreibt: in diei-te
Komponente des Tupels schreiben wir diei-te gezogene Zahl. Dann erhélt man aso als
Moglichkeiten k-Tupel von Zahlen aus{1,2,...,n}. Es sind aber nicht alle solche k-Tupel
erlaubt, ndmlich es sind keine Wiederholungen erlaubt, weil ja nicht zuriickgelegt wird.

Diese M6glichkeiten nennt man Variationen ohne Wieder holungen.

Und es gibt davon genau nl(h-1)[h-2) Mh-k+1) Stoick.

Diese Variationen sind ebenfalls sémtlich gleichwahr scheinlich, man kann sie fir die
Laplace-Formel hernehmen.

Ein Spezialfall mul3 an dieser Stelle erwdhnt werden: der Fall n = k.

Das heil3t: man zieht die Urne ganz leer und hat die samtlichen Zahlen am Ende der Ziehung
in eine bestimmte Reihenfolge gebracht. Diese Ergebnisse (Mdglichkeiten fir eine
Reihenfolge der n Zahlen) werden also durch n-Tupel von paarweise verschiedenen Zahlen
aus{1,2,....n} beschrieben, d.h. durch n-Tupel, wo jede Zahl aus{1,...,n} genau einmal
auftaucht. Diese Variationen werden dann Per mutationen genannt, ihre Anzahl ni(h-1)[(h-2)
MR wird mit n! (sprich n Fakultét) bezeichnet.

Mit Hilfe der Fakultéten |83t sich die Anzahl der Variationen ohne Wiederholungen tbrigens
kurz und bundig schreiben: nl{h-1)[{n-2) [h-k+1) = (n!)/(n-k)!.

(111) ohne Reihenfolge, ohne Zur ticklegen

Nun soll man beim Aufschreiben der k gezogenen Zahlen die Reihenfolge vernachl&ssigen, in
der sie gezogen wurden. Am einfachsten macht man das, indem man Mengen von k Zahlen
hinschreibt. Eswird niemals eine Zahl doppelt hingeschrieben, weil ja nicht zurtickgelegt
wird.

Daher erhdt man aso als Mdglichkeiten genau die samtlichen k-Teilmengen aus{1,2,...,n}.
Diese M6glichkeiten nennt man K ombinationen ohne Wieder holungen.

N} _ni(n-L..(n-k+1)
k kQk-no.za -
Unter Verwendung von Fakultéten sieht die (explizite) Formel so aus:

n
Und es gibt davon genau [kj Stick. Esgilt (
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n) _ n!
(kJ ~ kIn-k)!

Satz: Diese Kombinationen (ohne Wiederholungen) sind alle gleichwahrscheinlich, sie haben
ny  ki(k-1L..2[1
k) nOn-)O.Mn-k+1)

ale die Wahrscheinlichkeit 1/(

Beweis. Bestimmt sind die Kugeln in irgendeiner Reihenfol ge gezogen worden, man hat sch
bloR3 nicht fUr sie interessiert. Wir kdnnen also die Ziehung auch als Ziehung mit Reihenfolge
und ohne Zurticklegen betrachten. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit irgendeiner solchen
Kombination nun mittels der Laplace-Formel. Im Nenner steht die Anzahl der Variationen
ohne Wiederholungen, aso ni(h-1) [(n-2) [II{h-k+1). Im Z&hler steht die Anzahl der
Variationen, die diese Kombination liefern, also ginstig fur das Auftreten dieser Kombination
sind. Offenbar sind das K[(k-1)[(k-2)[T2[1 Stiick, und die Formel ist gezeigt.

(V) ohne Reihenfolge, mit Zur ticklegen

Wieder soll man beim Aufschreiben der gezogenen Zahlen die Reihenfolge vernachldssigen,
in der sie gezogen wurden. Am einfachsten macht man das, indem man Mengen von k Zahlen
schreibt. Eswerden diesmal aber Zahlen auch (wenn sie mehrfach gezogen werden)
wiederholt hingeschrieben. Weil zurtickgelegt wird, kommt das vor.

Daher erhdt man also als Mdglichkeiten genau die sémtlichen Mengen von k nicht notwendig
verschiedenen Elementen aus {1,2,...,n}. Diese Mdglichkeiten nennt man K ombinationen
mit Wieder holungen.

n+k-1
Und es gibt davon genau ( K j Stuck. Sie sind nicht gleichwahrscheinlich.

Beispiel: Zweimal ziehen, in der Urne seien zwei Kugeln. ("2 aus 2")

Dann hat man (mit Reihenfolge): p((1,1) ) =p((1,2))=p((2,2)) =p((2,2) ) =Ya
Also: p({1,1} )=p({2,2} ) =% Aber: p({1,2} )="%

Dieses Modell passt tbrigens in den folgenden Féllen:

- zweimaliger Munzwurf

- zweimal wirfeln, nur gerade/ungerade interessiert

- zwei Mantel werden an zwei Haken gehangt (auch beide am selben Haken erlaubt).

Versuchen wir, einige Beispiele als solche Ziehungen aufzufassen, und die erhaltenen
Ergebnisse mit diesen Informationen zu vergleichen.
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(2.2.1) Esgeht um meine Lieblingszahl, eine zweistellige Zahl, die Sie erraten sollen. Wie
wahrscheinlich ist es, dal? Sie es schaffen? Wir haben ein Experiment beschrieben und ein
Ereignis A ="Erraten”, und Sie sollen p(A) berechnen.

Meine Lieblingszahl ist die 28, und ich warte darauf, ob Sie sie erraten oder nicht.

Dann besteht das Zufallsexperiment nunmehr aus lhrer (zuféligen) Auswahl einer Zahl aus
{10, 11, ..., 99}.

Sieziehen einmal aus 90. Bei k = 1 gibt esnur eine Variante.

Das Ereignis A ist nun dasselbe wie "Sie tippen die 28". Dabel der zuféligen Auswahl alle
90 Zahlen die gleiche Chance haben, ist p(A) = p("28") = 1/90.

(2.2.2) Esgeht noch immer um meine Lieblingszahl, eine zweistellige Zahl, die Sie erraten
sollen. Diesmal dirfen Sie aber zwei Zahlen nennen. Da sollte sich Ihre Chance auf A =
"Erraten” erhthen. Vielleicht sogar verdoppeln?

Meine Lieblingszahl ist die 28, und ich warte darauf, ob Sie sie erraten oder nicht. Dann
besteht das Zufallsexperiment nunmehr aus lhrer (fir mich ganz zufélligen) Auswahl zweier
Zahlen aus{10, 11, ..., 99}.

Sie ziehen zweimal aus 90.

Das Ereignis A ist nun dasselbe wie " Sie wahlen zwei Zahlen, unter denen die 28 vorkommt".

Erste Mdglichkeit: mit Reithenfolge, aber Sie sagen nicht zweimal dieselbe Zahl, sondern
zwei verschiedene Zahlen. Also mit Reihenfolge, ohne Zur ticklegen.

Offenbar sind alle " geratenen Zahlenpaare" gleichwahrscheinlich, und es sind 9089 Stiick.
Davon sind fur A gunstig die Paare, die 28 in der ersten Komponente stehen haben (89 Stiick)
und die Paare, die 28 in der zweiten Komponente stehen haben (ebenfalls 89 Stiick).
Uberschneidungen gibt es nicht, es sind also 2[89 Paare ginstig fir A, das heif}t

o(A) = 2189 _ 2 e Chancen haben sich also tatsichlich verdoppelt.

90M@9 90’

Zweite M 6glichkeit: mit Reihenfolge, aber Sie sagen nicht unbedingt zwei verschiedene
Zahlen, (etwa zwei Personen schreiben unabhangig je eine Zahl auf, oder ein Zufall sgenerator
spuckt nacheinander zwei Zahlen aus). Also mit Reihenfolge, mit Zur ticklegen.

Offenbar sind alle " geratenen Zahlenpaare" gleichwahrscheinlich, und es sind 9090 Stiick.
Davon sind fur A gunstig die Paare, die 28 in der ersten Komponente aber nicht in der
zweiten Komponente stehen haben (89 Stiick) und die Paare, die 28 in der zweiten, aber nicht
in der ersten Komponente stehen haben (ebenfalls 89 Stiick), und das Paar (28, 28).
Uberschneidungen gibt es nicht, es sind also 2[89 + 1 Paare giinstig fur A, das heil3t

p(A) = 2891 2 denn 2189+ 1= 2190 - 1 < 2190. Die Chancen haben sich also

90190 0
weniger als verdoppelt.

Nebenbei: Man war ja aber auch schon bl6d, nicht automatisch verschiedene Zahlen zu
nennen. Da hat man sich seine Chancen selber verringert.

Dritte M 6glichkeit: ohne Reihenfolge, aber Sie sagen nicht zweimal dieselbe Zahl, sondern
zwei verschiedene Zahlen. Also ohne Reihenfolge, ohne Zur ticklegen.

90
Offenbar sind alle "geratenen Mengen von 2 Zahlen" gleichwahrscheinlich, und es sind [ 5 J

Stuick. Davon sind fir A ginstig die 2-Mengen, die die Zahl 28 enthalten (89 Stiick), essind
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aso 89 Paare gunstig fur A, und p(A) = 2089 = 3 die Chancen haben sich also wieder

90(89 90
verdoppelt.

Vierte Moglichkeit: ohne Reihenfolge, aber Sie sagen nicht unbedingt zwei verschiedene
Zahlen, (zwei Personen schreiben unabhéngig je eine Zahl auf, den Zetteln sieht man aber
nicht mehr an, wer was getippt hat). Also ohne Reihenfolge, mit Zur ticklegen.

Hier interessiert vielleicht noch, wie viele Méglichkeiten es gibt, aber gerechnet wird hier zur
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von A nicht!! Wir dirfen die Laplace-Formel nicht

90+2—1j _ 91090

anwenden!! Es gibt nach Formel hier genau ( 5 = o0 Maoglichkeiten (zu

90
tippen). Offenbar sind das die ( 5 J 2-er Mengen von eben, plus die 90 Mengen { 10, 10},

{11, 11}, ..., {99, 99}. Ginstig fur A sind davon: die 89 2-er Mengen aus verschiedenen
Zahlen, die die 28 enthalten, und die Menge { 28, 28} . Wenn man ihre Wahrscheinlichkeiten
berechnet (indem man die Reihenfolge beriicksichtigt) und sie addiert, kommt man auch

wieder auf p(A) = %
9020

Entscheidend ist aso, ob zuriickgelegt wird oder nicht. Darauf kommt es an.

(2.2.3) Eswird dreimal gewtirfelt. Ich interessiere mich fir das Ereignis A = "zwei gleiche,
aber nicht drei gleiche Zahlen".

Offenbar besteht ein Ergebnis dieses Zufallsexperimentes darin, dass "man drei Zahlen
zwischen 1 und 6 hat". Esist also eine Ziehung " 3 aus 6" . Die drei Wirfel ziehen jeweils
(zeigen zuféllig) eine Zahl. Da kein Wiirfel auf den anderen Ruicksicht nimmt und etwa auf
eine"Sechs' verzichtet, weil der andere die " Sechs" zeigt, ist die Ziehung sicher mit
Zurucklegen.

Kann man die Wrfel unterscheiden, so kann man die Reihenfolge berticksichtigen, indem
man notiert, was der erste Wirfel zeigt, dann was der zweite Wiirfel zeigt, dann was der dritte
Wiirfel zeigt. Dann sind die Ergebnisse (die samtlichen "Moglichkeiten” fir den Ausgang des
Experimentes) 3-Tupel von Zahlen aus{1,2,3,4,5,6}. Davon gibt es 6> = 216 Stiick. Sie sind
gleichwahrscheinlich.

Kann man die Wirfel nicht unterscheiden, so kann man die Reihenfolge nicht
berticksichtigen, und nur notieren, was die drel Wiirfel denn fur drei Zahlen zeigen. Dann sind
die Ergebnisse (die sdmtlichen "M&glichkeiten" fir den Ausgang des Experimentes) 3-
Mengen von nicht notwendig verschiedenen Zahlen aus{1,2,3,4,5,6}. Davon gibt es

6+3-1 , o . . .
3 = 56 Stick. Siesind nicht gleichwahrscheinlich.

Zurtck zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit von A.
Nehmen wir an, wir konnen die Wirfel unterscheiden,
- wenn zum Beispiel dreimal nacheinander mit je einem Wirfel gewdirfelt wird,
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- wenn die Wirfel (etwa durch der Farbe) unterscheidbar sind.
Dann koénnen wir die LAPLACE-Formel fur die 216 3-Tupel anwenden und brauchen nur
noch zu zéhlen, wie viele von ihnen fir A giinstig sind.

Versuchen wir, ein "leeres’ 3-Tupel von links nach rechts so mit Zahlen aufzufiillen, dass es
fur A gunstig wird. Das ist ein Versuch, aso noch ist nicht klar, ob er zum Erfolg fihren
wird!

Fir die erste Komponente gibt es offenbar keine Einschrénkungen, es gibt fir A glnstige
Ergebnisse, die jede beliebige Zahl aus{1,2,3,4,5,6} in der ersten Komponente stehen haben.
Wir haben aso 6 Mdglichkeiten fur die erste Komponente.

Wenn die erste Komponente besetzt ist, haben wir noch 6 Mdglichkeiten fur die zweite
Komponente, denn durch geeignete Wahl der dritten kdnnen wir jedes Paar 1./2.Komponente
zu einem flr A gunstigen Tripel erganzen.

Bis hierher ging es noch glatt. Aber dann: wenn die ersten beiden Komponenten besetzt sind:
wie viele Moglichkeiten habe ich dann fir die dritte Komponente, so dass das Tripel fur A
gunstig wird??

Und dagibt es keine eindeutige Antwort, keine Zahl ng, die ich hinschreiben konnte, denn es
kommt darauf an, wie die ersten beiden Komponenten aussehen!

- Wenn da bereits zwei gleiche Zahlen stehen, darf ich alles aul3er dieser einen Zahl
hinschreiben, also wéaren das 5 Mdglichkeiten.

- Wenn da aber zwel verschiedene Zahlen stehen, mussich eine dieser beiden Zahlen
hinschreiben, damit es gtinstig fur A wird. Das wéren also 2 Mdglichkeiten.

Es gibt also beim Auffillen Probleme; eine Fallunter scheidung ist nétig. Und die
Fallunterscheidung wird sinnvollerweise immer gleich zu Beginn des Auffillens gemacht.

Die entscheidende Idee kommt jetzt:

Wenn wir gewusst hétten, wo die beiden gleichen und wo die dritte (davon verschiedene)
Zahl zu stehen hatten, wére das Auffiillen leicht gewesen.

Zahlen wir also zuerst, wie viele Mdglichkeiten wir haben zu sagen, wo die beiden gleichen
Zahlen stehen: damissen wir 2 der 3 Stellen im Tupel auswahlen, dasist also zunéchst eine

3
Ziehung "2 aus 3" ohne Reihenfolge ohne Zurticklegen und ohne Reihenfolge, da gibt es (Zj

= 3 Mdglichkeiten. Jetzt, dawir wissen, wo die beiden gleichen und wo die dritte (davon
verschiedene) Zahl zu stehen haben, ist das Auffullen leicht:

- fur die erste (zum Beispiel linke) der beiden gleichen Komponenten habe ich 6
Moglichkeiten,

- fur die zweite der beiden gleichen Komponenten habe ich dann nur noch 1 Moglichkeit,

- fur die dritte (von den beiden gleichen verschiedene) Komponente habe ich dann genau 5
Moglichkeiten.

3
Insgesamt ergibt sich eine Zahl von [2} BB =90 fur A gunstigen Tripeln.

3
Jmas
Also: p(A) = —~—— =0417.

666

Kommen wir auf das Problem der Reihenfolge zuriick. Was machen wir, wenn wir die
Wiirfel nicht durch die Reihenfolge unterscheiden kdnnen (wenn ndmlich mit drei Wirfeln
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auf einmal gewdrfelt wird), und die Wiirfel auch dui3erlich gleich sind ("ununterscheidbar"
heil3t es dann in den Aufgaben immer)?

Fir die Wahrscheinlichkeitsberechnungen dirfen wir dann die Ergebnisse, die wir sehen, die
3-Mengen von nicht notwendig verschiedenen Zahlen, nicht verwenden, weil sie nicht
gleichwahrscheinlich sind!!!

Ausweg: in Wirklichkeit sind esja aber doch drei verschiedene Wiirfel (Individuen), die sich
zumindest in den drin enthaltenen "Holzmolekilen" unterscheiden.

Im Prinzip sndasodre verschiedene Wirfel immer unterscheidbar.

Man konnte sich auch (etwas anschaulicher) vorstellen, dass sie sich in der Farbnuance oder
im Gewicht unterscheiden, man also von

- dem hellsten, mittleren und dunkelsten Wrfel,

- dem leichtesten, mittleren und schwersten Wirfel

sprechen konnte. Oder man denkt sich auf den Wirfeln gaan z klein Nummern
geschrieben, die man nur mit starker Vergrof3erung erkennen kann, die wir also mit blofem
Auge nicht unterscheiden konnen. Trotzdem kénnen wir vom Warfel Nummer 1, dem Wiirfel
Nummer 2 und dem Wirfel Nummer 3 reden.

Und dadurch die Reihenfolge festlegen. Und als Ergebnisse 3-Tupel von Zahlen hernehmen.

Zweifel: Aber —kann ich denn dann bei einer Durchfihrung des Experimentes tberhaupt
feststellen, welches Ergebnis (3-Tupel) eingetreten ist?

Nein, aber das macht nichts. Gefragt werden wir bei dem Experiment ohnehin nur nach
Ereignissen, bei denen die Reihenfolge keine Rolle spielt. Der Fragesteller kann ja offenbar
die Wirfel selber nicht unterscheiden, fragt also auch nicht danach, was welcher Wrfel
einzeln macht, sondern was insgesamt fr Zahlen gewtrfelt wurden.

Wir brauchen also sicher auch nie zu sagen, welches Tripel gerade "eingetreten” ist, sondern
wir brauchen die Tripel blof3 zum Rechnen.

Wenn in der Aufgabe stehen wirde: drei ununterscheidbare Wirfel werden auf einmal
geworfen, ... was zeigt der "erste" Wirfel?

Dann sagen wir: "Die Wurfel sind ununterscheidbar, also weif3 ich nicht, welches der "erste”
Wiirfel sein soll.”

Zum Rechnen nehmen wir aber trotzdem den irgendwie (fr uns unsichtbar) existierenden
Unterschied der drei Wrfel dankbar an.

(2.2.4) Eswird dreima gewdrfelt. Ich interessiere mich fir das Ereignis A = "mindestens
eine 6 wird gewarfelt".

Die Ziehung ist wie eben. 3 aus 6, mit Zurticklegen, ohne Reihenfolge.

Daher gleich zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit von A.

Wir nehmen also trotzdem an, wir konnten die Wrfel unterscheiden, benutzen die
LAPLACE-Formé fir die 216 3-Tupel von nicht notwendig verschiedenen Zahlen aus
{1,2,3,4,5,6} und brauchen nur noch zu zéhlen, wie viele von ihnen fir A gunstig sind.
Zahlen wir erst die Tripel, die gleich in der ersten Komponente eine 6 stehen haben: das sind
186 Stick.

Dann die Tripel, diein der ersten Komponente keine 6, aber daflir in der zweiten Komponente
eine 6 stehen haben: dassind 516 Stick.

Und schliefdlich die Tripel, diein der ersten Komponente keine 6, auch in der zweiten
Komponente keine 6 stehen haben, aber dafir in der dritten Komponente eine 6 stehen haben:
das sind 5501 Sttick.
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Insgesamt sind also 36 + 30 + 25 = 91 Tripel glnstig fur A, und p(A) = % =0,421.

Wir vermerken zwei Dinge:

erstens hat sich die Chance auf (mindestens) eine 6 von einem Wurf auf drei Wirfe nicht
verdreifacht — sonst hdtten wir ndmlich p(A) = 0,5 gehabt. (siehe zweimal raten)

zweitens war die Berechnung ziemlich umstandlich.

Leichter wére es gewesen, "liber das Gegenereignis zu gehen": also das Ereignis B =
"liberhaupt keine 6" zu betrachten, p(B) auszurechnen und schliefdlich p(A) = 1 —p(B) zu
berechnen.

Machen wir es. Gingtig fur B sind offenbar 585 = 125 Tripel, also p(B) = 0,579.

Und p(A) =1-0,579=0,421.

(2.2.5) Ineinem Jute-Sack befinden sich 10 Tennisbélle. Sieben sind gelb und drei lila.
Ansonsten kann man sie nicht unterscheiden. Eswerden vier Bélle gezogen.
Offenbar handelt essich um eine Ziehung " 4 aus 10" .

Ich interessiere mich fur das Ereignis A ="zwei gelbe, zwel lilaBélle".

Offenbar ist das Experiment nicht ausreichend beschrieben. Es muss noch gesagt werden, ob
zurtickgelegt wird oder nicht.

Wir werden beide Félle diskutieren.

AuRerdem haben wir bisher immer gesagt, dass die Bélle (Kugeln) durchnummeriert sind.
Sonst wussten wir ja nicht, welcher Ball gerade gezogen wurde! Und auch nicht, welche Zahl
wir in die Mengen oder Tupel hineinschreiben sollten. Und nun: nur gelb oder lilaist zu
sehen, keine Nummer.

Was tun?

Machen wir eswie bei den Wrfeln, denken wir uns kleine Nummern auf den Béllen.
Gaanz Kkleine, diewir nicht erkennen kdnnen, die aber da sind.

Dann kénnen wir zwar nicht mehr entscheiden, wenn wir die Ziehung durchfthren, welcher
Ball gerade gezogen wurde, es wurde aber genau einer der Balle gezogen, und wir miissen
halt hoffen, dass wir nur nach Ereignissen gefragt werden, bei denen es keine Rolle spielt,
welcher Ball genau gerade gezogen wird. Sonst wissen wir es eben nicht.

Also: essind im Sack die Bélle 1 bis 10, und wir sagen zum Beispiel, dass die Bélle 1 bis 7
gelb sind, die Balle 8 bis 10 lila.

Erste Version: ohne Zurticklegen.

10
Ber Gicksichtigen wir erstmal die Reithenfolge nicht. Dann haben wir die [ 4} =210

Mengen von 4 Zahlen aus{1,2,...,10} als Ergebnisse, und sie sind gleichwahrscheinlich.
Wie viele davon sind gunstig fur A?
Es sind die 4-Mengen, die sich aus einer 2-Menge aus{1,2,...,7} und einer 2-Menge aus

7) (3
{8,9,10} zusammensetzen. Dagibt es [2) E(Zj = 63 Stick.
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Also: p(A) =

10
4
Ber ticksichtigen wir die Reihenfolge, so sind die Ergebnisse die 10987 = 5040 4-Tupel

von paarweise verschiedenen Zahlen aus { 1,2,...,10} .
Zéhlen wir diefur A gunstigen Tupel.

4
Dagibt eserstmal (2) = 6 Mdglichkeiten, wann (als wievielte) die beiden gelben Bélle

gezogen werden.
Dann ist das Auffillen leicht: man hat dann jeweils 7[B[3[2 = 252 solcher 4-Tupel, die
gunstig sind fur A. Insgesamt sind esalso 1512 Stiick, und p(A) = % =0,3.

Dass dassel be herauskommt, ist natiirlich kein Zufall. Esist ja dasselbe Ereignisim selben
Versuch.

Zweite Version: mit Zurucklegen.
L . . . . .. (10+4-1
Ber ticksichtigen wir erstmal die Reihenfolge nicht. Dann haben wir die 4 =715

aus der Formel, das sind "Mengen" von 4 nicht notwendig verschiedenen Zahlen aus
{1,2,...,10}, als Ergebnisse. Aber sie niitzen zur Berechnung von p(A) nichts.

Ber Gicksichtigen wir die Reihenfolge, so sind die Ergebnisse die 10101010 = 10000 4-
Tupel von nicht notwendig verschiedenen Zahlen aus{1,2,...,10} .

4
Zahlen wir diefir A gunstigen Tupel. Wieder haben wir zunéchst [2) = 6 Moglichkeiten,

wann die beiden gelben Bélle gezogen werden.
Dann ist das Auffillen leicht: man hat dann jeweils 7[1[3[3 = 441 solcher 4-Tupel, die

gunstig sind fiir A. Insgesamt sind es also 2646 Stiick, und p(A) = 2646 =0,267.

10000
Komischerweise ist durch das Zurticklegen die Wahrscheinlichkeit von A kleiner geworden.
Doch halt! Warum auch nicht?! Esist ja ein ganz anderes Experiment as ohne Zuriicklegen.

(2.2.6) In dem Jute-Sack befinden sich noch immer dieselben 10 Tennisbélle. Sieben sind
gelb und drel lila. Ansonsten kann man sie nicht unterscheiden. Eswerden vier Bélle
gezogen. Wie viele Farbzusammenstellungen gibt es, und wie wahrscheinlich sind sie?
Anders gefragt: wieviele Mdglichkeiten fir den Ausgang des Experiments gibt es, wenn
mich nur interessiert, welche Farben wie oft gezogen wurden?

Ergebnisse sind nun { gelb, gelb, gelb, gelb}, {gelb, gelb, gelb, lila} bis{lila, lila, lila, lila}.
Also 5 Maoglichkeiten. Konnen wir das mit einer der Formeln auch herausbekommen?
Offenbar handelt essich um eine Ziehung " 4 aus 2 (Farben)" . Ohne Reihenfolge mit

2+4-1
Zurucklegen. Da gibt es nach Formel [ 4 j =5 Ergebnisse. Aber dasist jader

" gefahrliche" Fall. Unsympathisch. Und aul3erdem haben die beiden " Kugeln"
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(Farben) mit Namen " gelb" und " lila" ja nicht die gleiche Chance, gezogen zu wer den.
Also schnell weg von dieser Uberlegung.

Wahrscheinlichkeiten berechnen wir lieber bei einer "gewohnlichen” Ziehung. Also hier einer
Ziehung von Béllen, nicht Farben. Ich interessierte mich oben bereits fir das Ereignis A =
"zwei gelbe, zwel lilaBdlle". Daswar eine dieser M oglichkeiten. Die anderen werden
genauso behandelt.

Aber wieder muss nattirlich erst geklart werden, ob zurtickgelegt wird oder nicht. Besonders
fur die Moglichkeit {lila, lila, lila, lila} ist das ziemlich bedeutsam.

Erste Version: ohne Zurlcklegen:

(YJ [EBJ
4) 10
p({gelb, gelb, gelb, gelb}) = ~—~—~~% =35/210 = 0,167.

o

p({ gelb, gelb, gelb, lila}) = T 105/210 = 0,5.
¥
25
. 2) 12
p({ gelb, gelb, lila, lila}) = o = 63/210=0,3.
%)
i
T 1) 13
p({gelb, lila, lila, lila}) = =7/210= 0,033

p({lila, lila, lila lila}) =

Probe:
Die Summe der Wahrscheinlichkeiten der Moglichkeiten, die sich ja gegenseitig
aussschlief3en und alles abdecken, muss 1 ergeben:

0,167 +05+0,3+0,033+0=1.

Zweite Version: mit Zurtcklegen.

7071717
elb, gelb, gelb, gelb}) = — " = 2401/10000 = 0,240.
PULgeb, gelb, 9eb, 0bh) = 15 10110110
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(4JD7E7E7[3

p({gelb, gelb, gelb, lila}) = 100000 = 4116/10000 = 0,412.
[‘jwm

p({gelb, gelb, lila, lila}) = 10100000 = 2646/10000 = 0,265.
(4JD7[:B[:BEB

p({gelb, lila lila, lila}) = 20000000 = 756/10000 = 0,076.

e 3[3[3[3
p({lila lila lila, lila}) = 10010 10 = 81/10000 = 0,008.

Probe:
Die Summe der Wahrscheinlichkeiten der Mdglichkeiten, die sich ja gegenseitig
aussschlief3en und alles abdecken, muss 1 ergeben:

0,240 + 0,412 + 0,264 + 0,076 + 0,008 = 1.

(2.2.7) Jute-Sack, alles wie gehabt. Jetzt betrachte ich "lila" as Erfolg, "gelb" as Misserfolg.
Ich ziehe und ziehe, und kein Erfolg kommt! Wie viele Bélle muss ich mindestens ziehen,
um mindestens einen Erfolg zu haben?

Wenn ich zurlicklege eventuell "unendlich oft"! Die Frage ist offenbar falsch gestellt. Sie
muss heif3en: Wie viele Balle muss ich mindestens ziehen, um mit einer Wahrscheinlichkeit
von (z.B.) mindestens 90% mindestens einen Erfolg zu haben?

Ich rechne einfach aus, wie wahrscheinlich bei n Versuchen (gezogenen Béllen) esist,
mindestens einen Erfolg zu haben. Das gibt eine Formel F(n), in der die natirliche Zahl n, die
jetzt fur die Anzahl der Versuche steht und nichts mehr mit den 10 Tennisbéllen zu tun hat.
Dann ist meine Aufgabe, das kleinste n zu finden, so dass F(n) = 0,9.

Aber halt! Weiter oben habe ich gesehen, dass "mindestens einmal” leichter Gber das
Gegenereignis "keinmal" zu behandelnist. Ich rechne also stattdessen fiir mein n aus, wie
wahrscheinlich "kein Erfolg" ist. Das kleinste n, fir das die Wahrscheinlichkeit kleiner gleich
0,1 ist, ist meine gesuchte Zahl. Ubrigens: auch diese "3-mal-Mindestens-A ufgaben"
kommen spéter noch einmal. Und es sind gute Klausuraufgaben.

Erste Version: n Bélle (aus 10) ziehen ohne Zur ticklegen:
7160..[(T-n+1)

100@0.I0-n+1)
7060...[(7-n+1)

100@0.[10-n+1)

fur n=5 haben wir p(0 Erfolge) =0,083<0,1, alsop(=1Erfolg) =0,917 > 0,9,

fur n =4 haben wir p(0 Erfolge) = 0,167 > 0,1, alsop(=1 Erfolg) =0,833<0,9;

Also muss man mindestens 5 Bélle ziehen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens

90% mindestens einen lilaBall zu ziehen.

Esgilt: p(0 Erfolge) =

und wir suchen das kleinste n, so dass
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Zweite Version: n Bélle (aus 10) ziehen mit Zur tGicklegen:

n

Esgilt: p(0 Erfolge) = [ (0,7)™; und wir suchen das kleinste n, so dass (0,7)" < 0,1

10"
fur n=7 haben wir p(0 Erfolge) =0,082< 0,1, alsop(=1 Erfolg) =0,918>0,9;
fur n =4 haben wir p(0 Erfolge) =0,176> 0,1, alsop(=1 Erfolg) =0,824<0,9;
Also muss man hier mindestens 7 Balle ziehen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 90% mindestens einen lilaBall zu ziehen.

(2.2.8) Wieviele M églichkeiten gibt es...?

Wir haben nunmehr eine ganze Reihe von Beispielen behandelt, und jeweils geschaut, "was
bei so einem Zufall sexperiment herauskommt”.

Im Prinzip sind das alles offensichtliche Ziehungen "k aus n", also eigentlich kein grof3es
Problem (wir mussen allerdings auf jeden Fall immer noch herausbringen, ob zurlickgel egt
wird oder nicht!).

Dann muss noch herausbekommen werden, ob die Ergebnisse mit Reihenfol ge angegeben
werden sollen oder nicht.

Dann erst wissen wir, in welcher Variante von "k ausn", in welcher Variante des
Urnenmodells wir uns bewegen.

Und aus der Tabelle wissen wir dann, wie viele Ergebnisse esjeweils gibt und ob sie
gleichwahrscheinlich sind oder nicht.

Fallsja, erhdt man aus der LAPLACE-Formel sofort die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen
Ergebnisses (1im Zahler). Falsnicht (in der Variante mit Zurticklegen/ohne Reihenfolge),
mussen wir die Wahrscheinlichkeit der Versuchsausgénge mit Hilfe der LAPLACE-Formel
(in der die Ergebnisse mit Reihenfolge benutzt werden) berechnen.

Diese Aufgabe gibt es aber auch etwas allgemeiner, wenn jemanden nicht das " genaue
Ergebnis’ der Ziehung interessiert, sondern wenn sich jemand nur fir entstandene
Farbkombinationen oder Anzahlen von lila Bélle usw. interessiert:

- Wieviele Moglichkeiten gibt es fur den Ausgang des Experiments in seinem Sinn?
- Welche Wahrscheinlichkeit haben sie?

Um Wahrscheinlichkeiten auszurechnen, benutzen wir nattirlich die Variationen oder
Kombinationen aus der Tabelle und die LAPLACE-Formel.
Aber: wiefinden wir heraus, welche " M dglichkeiten" gemeint sind?

Naiver Zugang: Wir fragen einfach danach, welche der Mdglichkeiten bei einer
Durchfihrung des Zufall sexperimentes eingetreten ist, und zéhlen, wie viele Antworten es auf
die Frage gibt.

Um die Antworten leicht abzahlen zu kénnen, empfiehlt es sich, die Antwort "mathematisch"
hinzuschreiben, also as

- Zahl,

- Tupel (wenn die Reihenfolge, in der die Objekte hingeschrieben werden, eine Rolle spielt)
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- Mengen (falls die Reihenfolge der hingeschriebenen Objekte keine Rolle spielt).

Dabel missen die Elemente in den Tupeln oder Mengen Ubrigens nicht immer die Kugeln
sein, die gezogen wurden. Es kdnnen auch Farben sein oder Anzahlen oder dhnliches.

Naturlich missen unsere Ergebnisse aus der Tabelle hier aber auch vorkommen. Das sind die
Moglichkeiten, die man erhélt, wenn man sich fir das " ganz genaue Ergebnis’ der Ziehung
interessiert. Sie erhdlt man, wenn man sich ganz genau fir jeden einzelnen der k "Zige"
interessiert. Welche Kugel ist jeweils gezogen worden?

Das Vernachlassigen der Reihenfolge ist eigentlich schon ein solcher Fall, wo man sich nicht
mehr fir jedes Detail interessiert —und es gibt auch weniger "Madglichkeiten”, wenn man sich
nicht fur die Reihenfolge interessiert, als wenn man sich fur die Reihenfolge interessiert.

"Volle Information” bei einer Ziehung von k Béllen aus einem Reservoir von n Béllen (unter
Berticks chtigung der Reihenfolge) besteht offenbar aus der Angabe,

welcher Ball alswievielter gezogen wurde.

Passende Frage: Welcher Ball wurde als wievielter gezogen? Welcher Ball war der erste,
2weite, ..., der k-te gezogene Ball?

Ergebnisse sind k-Variationen mit oder ohne Wieder holungen, je nachdem, ob man

zur Uckgelegt hat oder nicht.

Wenn man "alle k Bélle auf einmal” zieht, besteht "volle Information" aus der Angabe der k
Menge der gezogenen Bélle (ohne Reihenfolge) — es gibt ja keine Reihenfolge.

Also hat man bei Ziehungen ohne Reihenfolge " volle I nfor mation”, wenn man weil3,
welche Balle insgesamt gezogen wurden (ohne Zur ticklegen),

welche Bélle wie oft gezogen werden (mit Zur tcklegen).

Passende Frage: Welche Bélle wurden insgesamt gezogen? Welchesist die Menge der
insgesamt gezogenen Bélle? Welche Bélle wurden wie oft gezogen? (falls zuriickgel egt
wurde)

Ergebnisse snd k-Kombinationen mit oder ohne Wieder holungen, je nachdem, ob man
zuriickgelegt hat oder nicht.

Das sind immer noch die Moglichkeiten (Ergebnisse) aus der Tabelle gewesen.
Wasist nun mit andern Fragen, andern Interessen, anderen " Sorten” von Méglichkeiten?

Nun, wenn man sich dafUr interessiert (bei einer Ziehung mit Zur ticklegen),

welche Bélle Gber haupt gezogen wurden, interessiert man sich offenbar fir die Bélle, die
mindestens einmal gezogen wurden.

Passende Frage: Welche Bélle sind tiberhaupt gezogen worden?

Ergebnisse (M dglichkeiten) sind dann M engen (Kombinationen ohne Wiederholungen) von
1, 2 biszu k Béllen, denn esist jamdglich, dass ein einziger Ball k-mal gezogen wurde, oder
auch mehrere verschiedene (entsprechend weniger oft).
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Man hat also in Wirklichkeit von den "volle Informations-" M dglichkeiten (k-Kombinationen
mit Wiederholung) einfach nur die "Uberfllssigen" rausgeschmissen. Oder, anders
ausgedriickt, man hat alle die Ergebnisse als gleich angesehen, die dieselben Balle (nur

ver schieden oft) enthalten. Esist also ein so dhnliches V orgehen, wie wenn man die
Reihenfolge nicht berticksichtigt (sich nicht flr sie interessiert).

Alternativ kdnnte man sich dafUr interessieren (bel einer Ziehung mit Zur ticklegen),
welche Balle nicht gezogen wurden, dann interessiert man sich offenbar fur die Menge der
Bélle, die keinmal gezogen wurden.

Passende Frage: Welche Bélle sind Giberhaupt nicht gezogen worden?

Ergebnisse (M 6glichkeiten) sind dann M engen (Kombinationen ohne Wiederholungen) von
0, 1, 2 biszu n-1 Béllen, es sind die Komplemente der eben behandelten Mengen.

Wenn man sich dafirr interessiert (bei einer Ziehung mit Zur ticklegen),

wie viele Bélle Gber haupt gezogen wurden, interessiert man sich offenbar fir die

M é&chtigkeiten der Kombinationen von Béllen, die mindestens einmal gezogen wurden.
Passende Frage: Wie viele verschiedene Bélle sind Uberhaupt gezogen worden?
Ergebnisse (M dglichkeiten) sind dann die Zahlen 1, 2, ..., k.

Esgibt also k Stiick (fallsn 2k).

Wenn man sich dafirr interessiert (bei einer Ziehung mit Zur ticklegen),

wie oft ein bestimmter Ball gezogen wurden, interessiert man sich offenbar dafir, wie oft
dieser bestimmte Ball in den k-Kombinationen von Ballen auftreten kann.

Passende Frage: Wie oft ist eigentlich dieser eine Ball gezogen worden?

Ergebnisse (M dglichkeiten) sind dann die Zahlen 0, 1, ..., k. Esgibt also k+1 Stlick.

Wenn man sich dafir interessiert (bei einer Ziehung mit oder ohne Zur ticklegen),
ob ein bestimmter Fall eingetreten ist, gibt es genau zwel Mdglichkeiten (ja oder nein).

Ubrigens:

Wenn man sich (bel einer Ziehung ohne Zur ticklegen), dafUr interessiert, wie viele Bélle
Uber haupt gezogen wurden, muss man eigentlich ein bisschen bescheuert sein, denn es steht
jain der Beschreibung der Ziehung, dass es k Stiick sein sollen. Dann gibt es hier also nur
eine einzige Moglichkeit.

Oder: Wenn man sich (bei einer Ziehung ohne Zur ticklegen), dafur interessiert, wie oft ein
bestimmter Ball gezogen wurde, ist das auch nicht schwer: nattrlich zwei Méglichkeiten
(einmal oder keinmal).

Eine Frage nach "diesen Moglichkeiten" wére also nur ein kleiner Test, ob Sie noch wach
sind.

(2.2.9) " Ununterscheidbarkeit" .
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Bisher haben wir stets angenommen, dass man die gezogenen Kugeln notieren kann. Das
bedeutete doch aber, dass man die n Bélle (Kugeln, Haken, ...) unterscheiden kann. Was
passiert denn bei einer Ziehung "k aus n", wenn man die n Kugeln nicht unterscheiden kann?
Wie viele Mdglichkeiten (Ergebnisse) gibt es dann?

Denken wir uns ein beliebiges Ergebnis dieser Ziehung: es handelt sich um eine k-Variation
(mit Reihenfolge) oder eine k-Kombination (ohne Reihenfolge) von lauter ununterschei dbaren
(also gleichen) Kugeln. Jedes weitere Ergebnis (jede weitere Mdglichkeit) sieht genauso aus!
Wir kénnen die Ergebnisse nicht unterscheiden — esist dasselbe Ergebnis.

Es gibt also in dieser Situation jeweils nur eine einzige Mdglichkeit. (Es handelt sichin
Wirklichkeit um eine Ziehung "k aus 1", nattrlich mit Zurticklegen, und jetzt sagen sogar
unsere Formeln, dass es nur eine Mdglichkeit gibt.)

Also: Wenn sich die Kugeln Giber haupt nicht unter scheiden lassen, dann liegt eigentlich
nur eine einzige Kugel in der Urne, und man zieht "k aus 1". Die Mdglichkeiten kann man
noch nach Formel abzdhlen: es kommt stets 1 heraus. Aber dasist vollig uninter essant.

Und wenn sich von den Kugeln nicht jede von jeder anderen unter scheiden |&sst, aber doch
einige von einigen anderen (etwa dur ch die Farbe)?

Dannist esin Wirklichkeit eine" Ziehung" von k Stiick aus der Menge der m
vorkommenden Farben und wir kénnen unsere Anzahlformeln mit dem neuen m (der
Anzahl Farben) benutzen.

Aber Vorsicht: esist keine Ziehung "k aus m" nach dem Urnenmodell mehr, mit dem wir
irgendwel che Wahrscheinlichkeiten nach der LAPLACE-Formel ausrechnen kénnten — denn
die Farben haben meist nicht dieselbe Chance, gezogen zu werden, wie es von den n Kugeln
im Urnenmodell stillschweigend angenommen wird.

Zur Berechnung von M églichkeits-Anzahlen funktioniert diese Identifizierung mit "k ausm"
noch — zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten miissen wir auf das Ausgangsmodell "k aus
n" zurtickgehen.

Das waren Beispiele, dass man im Aufgabentext etwas von "ununterscheidbaren™ oder
"ansonsten, auf3er der Farbe, ununterscheidbaren” Kugeln (das sind die n "Dinge", die
gezogen werden) liest. Fur Berechnungen denkt man sich, sie triigen kleine Nummern, die
man blof3 nicht sehen kann.

Ununter scheidbar sind nach Aufgabentext aber oft diek " Dinge":

-k gleich aussehende Kugeln, die auf n Facher verteilt werden, (Roulette mit k Kugeln)
-k gleich aussehende Méntel, die an Haken gehangt werden,

- kWaurfe, die gleichzeitig geworfen werden und gleich aussehen.

Dasist etwas anderes:

das" ununterscheidbar"” heif3t hier nur, dassich keine Reihenfolge bei der Ziehung
sehen kann.

Aber auch da kann man fir Berechnungen so tun, als gabe es trotzdem eine Reihenfolge.

(2.2.10) Wasist k und wasist n? Welche Variante liegt vor?
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Beim Betrachten der Beispiele fallt auf, dass man, wenn man ein Ergebnis einer Ziehung "k
aus n" vorliegen hat, zu jedem der k Objekte genau einesder n Objekte "dastehen hat".
Wohingegen manche der n Objekte gar nicht "dranzukommen brauchen” oder auch mehrfach
"drankommen".

Beispiel: Klarist: jeder Mantel wird an genau einen der Haken gehangt, also sind esk
Mantel und n Haken.

Gegenprobe: Manche Haken werden nicht benutzt, es kbnnen also nicht die Haken die k
Objekte sein. Oder: an manchen Haken hangen zwel Mantel, es kdnnen also nicht die Haken
die k Objekte sein.

Ein Ergebnis dieses Experiments besteht also aus der Angabe der "behdngten" (gezogenen)
Haken. Esist ein k-Tupel von Haken-Nummern, wenn man die Méntel unterscheiden kann,
eine k-Menge, wenn man es nicht kann. Die Variationen von Haken sind ohne oder mit
Wiederholungen, je nachdem, ob die Haken jeweils nur einen oder auch mehrere Mantel
tragen konnen.

Stellen wir uns also vor, wir haben ein Ergebnis der Ziehung als Beispiel aufgeschrieben (das
empfehleich immer!) :

was man sieht, sind Objekte aus der Menge der n Objekte (sagen wir: Kugeln),

und wieviele man sieht, dasist das k (namlich zu jedem der k Objekte jeweils eines).

Wenn ein k-Tupel (k-Variation) dasteht, war wohl die Reihenfolge wichtig:

die k Objekte sind durchnummeriert, und an der i-ten Position im Tupel steht die vom Objekt

i gezogene Kugel.

Wenn eine k-Menge (k-Kombination) dasteht, war wohl die Reihenfolge unwichtig: es stehen
in irgendeiner Reihenfolge die von den k Objekten gezogenen Kugeln da.

So ein Ergebnis einer Ziehung "k aus n" erinnert also an eine Abbildung von der Menge
der k Objektein die Menge der n Objekte.

Jedes Element aus dem Definitionsbereich (k) erhdlt genau ein "Zugeordnetes' aus dem
Zielbereich (n).

Und es erinnert nicht nur daran, sondern

- esist genau eine solche Abbildung, wenn man sich fir "die Reihenfolge" (wer kriegt
welches Bild) interessiert,

- esist genau die Wertemenge dieser Abbildung, wenn man sich nicht fur "die Reihenfolge"
(welches Bild tritt wie oft auf) interessiert.

Wenn man also herausfinden mdchte, welches die k und welches die n Objekte sind, muss
man sich ein Ergebnis des Versuchs (als Abbildung) hinschreiben. Das, was man hinschreibt,
sind die Bilder (sie stammen aus den n Objekten); wie viele man hinschreibt, gibt dask an.
Wenn man die Bilder geordnet (als k-Tupel) hinschreibt, gibt man die Abbildung selbst an
(mit Reihenfolge), wenn man nur eine ungeordnete Menge von k Bildern hinschreibt, gibt
man nur die Wertemenge der Abbildung an (ohne Reihenfolge).

Und wiesieht esmit "mit Zurtcklegen"/"ohne Zurlicklegen" aus?
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Dasist die Frage nach der Injektivitat der Abbildungen.

(2.3) Lotto (Mittwochs- oder Samstagdotto: " 6 aus49")

Hier diskutieren wir eine "echte" Ziehung aus dem richtigen Leben, das gewohnliche
Zahlenlotto.

Es geht um ein Glicksspiel, bei dem man 6 Zahlen aus den Zahlen 1 bis 49 vorhersagt (auf
dem Tippschein ankreuzt), und bei dem man desto mehr gewinnt, je mehr dieser 6 Zahlen bei
der mittwochs oder auch samstags durchgef iihrten Ziehung ebenfalls gezogen werden. Wir
vernachlassigen hier die Superzahl, denken uns also zuriick in die Zeit vor Jahren, alsdie
Superzahl noch nicht eingefihrt war. Und lassen auch den Jackpot beiseite, der heute
manchmal die Leute scharenweise zum Spielen verlockt.

Fur die, die es noch nie gemacht und gesehen haben:

- Sie kreuzen auf einem quadratischen Zahlenschema 6 der Zahlen an. Esist nicht erkennbar,
in welcher Reihenfolge Sie das gemacht haben. Diesen Tippschein, der also aus einer Menge
von 6 der Zahlen 1, 2, ..., 49 besteht, geben Sie im LOTTO-Geschéft ab und bezahlen (etwa 5
DM).

- Einige Tag spéter findet die Ziehung im Fernsehstudio statt. In einer grof3en Glastrommel
rollen wild durcheinander 49 Kugeln, die mit den Zahlen 1 bis 49 beschriftet sind.

Nach jeweils einer bestimmten Zeit (wenn genug "gemischt” ist), 6ffnet sich automatisch ein
Tirchen in der Trommel, durch das eine der in der Trommel befindlichen Kugeln die
Trommel verldsst und in ein bereitgehatenes Fach plumpst.

Dieser Vorgang (bei dem die Kugeln in der Trommel immer weniger werden) wird 6 mal
wiederholt (also insgesamt sieben mal, mit jeweils abnehmender Kugelzahl in der Trommel)
durchgefihrt.

Die ersten sechs der gezogenen sieben Zahlen sind die Gewinnzahlen, die nachtréaglich der
Grol3e nach geordnet und vorgel esen werden. Die siebte gezogene Zahl ist die sogenannte
Zusatzzahl.

Wenn Ihr Tippschein genau die sechs Gewinnzahlen enthélt, haben Sie einen " Sechser" oder
auch "6 Richtige". Das bringt den héchsten Gewinn (bis zu 1 Mio DM, abhangig davon,
wieviele Leute sechs Richtige haben).

Wenn |hr Tippschein genau finf der sechs Gewinnzahlen enthalt, und noch dazu die
Zusatzzahl, haben Sie "5 Richtige mit Zusatzzahl". Das bringt den zweithéchsten Gewinn.

Dann geht es (gewinnmal3ig) abwarts.

Wenn |hr Tippschein genau finf der sechs Gewinnzahlen enthdlt, aber nicht die Zusatzzahl,
haben Sie "5 Richtige ohne Zusatzzahl".

Wenn lhr Tippschein genau vier der sechs Gewinnzahlen enthélt, haben Sie "4 Richtige".
Wenn lhr Tippschein genau drei der sechs Gewinnzahlen enthélt, haben Sie "3 Richtige". Das
bringt Thnen Ubrigens grade mal (etwa) den doppelten Einsatz als Gewinn.
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Be "Vierer" und "Dreier" spielt die Zusatzzahl keine Rolle. (* Eventuell ist das geandert
worden!)
Fur noch weniger Richtige gibt es keinen Gewinn mehr.

Es gibt wie beim Erraten der Gliickszahl weiter oben auch hier mehrere Sichtweisen, wie man
"Lotto" als"Ziehung" interpretieren konnte.

1. Sichtweise: Man hat 6 Zahlen angekreuzt, der Tippschein ist abgegeben, und die
"zuféllige” Ziehung erfolgt (wie beschrieben) im Fernsehen. Esist eine Ziehung "6 aus 49,
ohne Zurtcklegen, mit Reihenfolge”, oder "6 aus 49, ohne Zurticklegen, ohne Reihenfolge”,
oder "7 aus 49, ohne Zurticklegen, mit Reihenfolge".

Interessant sind " Ubereinstimmungen” der gezogenen Gewinnzahlen mit meinem
vorliegenden Tippzettel.

2. Sichtweise: Man weil3, dawird am Samstag wieder im Fernsehen eine bestimmte Menge
von 6 Zahlen (die Menge der Gewinnzahlen) gezeigt, und ich sitze da und verteile zufdlig
meine Kreuzchen. Esist eine Ziehung "6 aus 49, ohne Zuriicklegen, ohne Reihenfolge'.
Interessant sind " Ubereinstimmungen” meiner sechs Kreuzchen mit den vorliegenden
Gewinnzahlen.

3. Sichtweise: Esist ein aus zwei "zufalligen”, unabhangigen Ziehungen zusammengesetztes
Experiment. Interessant sind " Ubereinstimmungen" zwischen den Ergebnissen der beiden
Ziehungen.

Trotzdem will ich aber zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit einer "Finf" wissen. Hat das
Ereignis"eine Funf" in allen drei Sichtweisen dieselbe Wahrscheinlichkeit?

Wir werden spéter bei bedingten Wahrscheinlichkeiten darauf zurtickkommen. Hier nur ein
analoges Beispiel, das wir leichter Ubersehen.

Stellen Siesich vor, Sie spielen folgendes Spiel.

Ich habe einen grinen Wurfel, mit dem ich gleich einmal wurfeln werde. Sie setzen 10
Pfennige und geben einen Tipp ab, was ich wohl wirfeln werde. Wenn Sie richtig getippt
haben, bekommen Sie von mir 1 DM. Wenn Sie falsch getippt haben, behalte ich Ihren
Einsatz.

Wie grof3 sind nun Ihre Chancen zu gewinnen (Ereignis G)?

Und wo sind die drei Sichtweisen?

1. Sichtweise: Sie haben Ihren Tipp abgegeben, also eine von 6 Zahlen genannt, die
"zuféllige" Ziehung erfolgt durch mein Wirfeln mit dem grinen Wuirfel. "1 aus 6", die
"samtlichen Mdglichkeiten" sind die Zahlen, die der griine Wirfel zeigen kann.
Ginstig ist davon nur eine (die, die Sie getippt haben).

LAPLACE-Formel: p(G) = 1/6.

2. Sichtweise: Sie wissen, dawerdeich gleich (mit dem griinen Wirfel) eine von 6 Zahlen
(die Menge der Gewinnzahlen) ermitteln, und Sie sollen nun eine der Zahlen "tippen”,
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zuféllig auswéahlen. Sie kénne sich dabel durch einen roten Wiirfel helfen lassen, esist
jedenfalls eine Ziehung "1 aus 6".

Die "samtlichen Mdglichkeiten" sind die Zahlen, die Ihr roter Wirfel zeigen kann.
Glnstig ist davon nur eine (die, die mein griner Wirfel gleich zeigen wird).
LAPLACE-Formel: p(G) = 1/6.

3. Sichtweise: Esist ein aus zwei "zufalligen”, unabhangigen Ziehungen zusammengesetztes
Experiment. Eswird mit zwei (unterscheidbaren) Wirfeln gewirfelt. Esist jedenfalls eine
Ziehung "2 aus 6, mit Zurticklegen, mit Reihenfolge".

Die "samtlichen Mdglichkeiten” sind die Paare der Zahlen, die Ihr roter Wirfel und mein
griner Wurfel zeigen konnen.

Gunstig ist davon sind sechs (die, bei denen die beiden Wrfel die gleiche Zahl zeigen).
LAPLACE-Formel: p(G) = 6/36 = 1/6.

Interessant sind " Ubereinstimmungen” zwischen den Ergebnissen der beiden Ziehungen.

Wir wollen uns auf die beiden ersten Sichtweisen beschranken. Die dritte ist zu umstandlich.

Wir gehen also entweder davon aus, dass wir auf dem Tippschein sechs Zahlen angekreuzt
haben, die Menge M der 49 Zahlen 1, 2, ..., 49 ist also aufgeteilt in die Teilmenge T der 6
getippten, und die Teilmenge NT der 43 nicht getippten Zahlen.

Nun zieht das Ziehungsgerét.

Es handelt sich wahlweise um eine Ziehung

(@ 7 aus49 mit Reihenfolge, ohne Zuriicklegen

(b) 6 aus49 mit Reihenfolge, ohne Zurticklegen

(c) 6 aus49 ohne Reihenfolge, ohne Zurticklegen

je nachdem, ob man sich ausschliefdlich fir die Gewinnzahlen oder auch die Zusatzzahl, und
die Reihenfolge der gezogenen Gewinnzahlen interessiert.

Im Fall (), bei dem wir uns dafiir interessieren, welche Zahl as wievielte gezogen wird (also
welche 7 Zahlen in welcher Reihenfolge) haben wir 49(48(47[46(45[44[43 Moglichkeiten (7-
Tupel von paarweise verschiedenen Zahlen aus{1, 2,... , 49}, Variationen ohne
Wiederholungen).

Im Fall (b), wo wir uns dafirr interessieren, welche Gewinnzahl als wievielte gezogen wird
(also welche 6 Zahlen in welcher Reihenfolge) haben wir 49(48(47(46[45[44 M 6glichkeiten
(6-Tupel von paarweise verschiedenen Zahlen aus{1, 2,... , 49}, Variationen ohne
Wiederholungen).

Im Fall (c), wo wir uns daf Ur interessieren, welche Gewinnzahlen Ulberhaupt gezogen werden
49
(also welche 6 Zahlen ohne Reihenfolge) haben wir [ 5 j Maoglichkeiten (6-Teilmengen aus

{1, 2,..., 49}, Kombinationen ohne Wiederholungen). Diese Anzahl liegt bei etwa 13
Millionen.

Wenn man Lotto spielt, hat man also eine Chancevon 1 : 13 Millionen, alle sechs
Gewinnzahlen richtig getippt zu haben.
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Oder wir gehen also davon aus, dass das Ziehungsgerét sechs Gewinnzahlen und eine
Zusatzzahl ziehen wird, die Menge M der 49 Zahlen 1, 2, ..., 49 ist dso aufgeteilt in die
Teilmenge G der 6 Gewinnzahlen, die Teilmenge {ZZ} der Zusatzzahl und in die Menge N
der 42 "Nieten".

Nun ziehen wir "6 aus 49", ohne Zurlicklegen, ohne Reihenfolge.

49
Wie oben gibt es [ 5 j Moglichkeiten (6-Teilmengen aus {1, 2,... , 49}, Kombinationen ohne

Wiederholungen).

In alen vier Fallen wissen wir: die Méglichkeiten sind jeweils gleichwahrscheinlich. Wir
konnen sie fir die Laplace-Formel hernehmen.

Wir wollen uns nun fur andere Fragen interessieren, und ausr echnen, wieviele
"Moglichkeiten" esda jeweils gibt. ("gezogen" nennen wir stets die sechs Gewinnzahlen,
also ohne Zusatzzahl, wenn nicht anders erwahnt)

(2.31) Wieviele Moglichkeiten (mogliche Ergebnisse, Versuchsausgange) gibt es, und
wie wahr scheinlich sind sie jeweils, wenn mich nur interessiert, ob die 1 gezogen wird?

Antwort: 2 Moglichkeiten: "ja" oder "nein"

Klar gibt es auf die Frage, ob irgendetwas eintritt, nur die Antworten "ja' und "nein".
Als" sdmtliche M dglichkeiten™ , mit denen ich die Wahr scheinlichkeit von "ja" oder
"nein" ausrechne, nehmeich die 6-er Mengen, die das Ziehungsger at zieht.

Um die Wahrscheinlichkeit von "ja" ausrechnen zu kénnen, brauche ich also einen Uberblick
Uber die Mengen von 6 Zahlen aus{1, ..., 49}, diedie Zahl 1 enthalten. Das sind die fir "ja"
gunstigen. Wie sieht so eine Menge aus?

Zum Beispiel: {1, 4, 12, 29, 30, 31}, oder auch {1, 11, 12, 29, 34, 37}.

Weasiist ihnen gemeinsam, was unterscheidet sie?

Klar: dielliegt jeweilsdrin, und die anderen 5 Zahlen sind nicht alle dieselben, d.h. die
"Rest-5-er-Mengen" aus{2, 3, ..., 49} sind verschieden.

Auf diese 5-er Mengen sollten wir uns beim Zahlen konzentrieren. Schreiben wir {1, 4, 12,
29, 30, 31} doch einfach (in Gedanken) als Paar ({1}, {4, 12, 29, 30, 31}), indem wir die 1
in die erste Komponente, den Rest in die zweite Komponente schreiben. Das kdnnen wir bel
jeder unserer 6-er Mengen, die die 1 enthalten, so machen, und erhalten Paare, die vorne die
Menge {1}, hinten eine 5-er Menge aus{2,...,49} stehen haben.

Zwel verschiedene unserer 6-er Mengen unterscheiden sich (als Paare) sicher in der zweiten
Komponente (sonst waren sie ja gleich), und zu jeder nur denkbaren 5-er Menge aus{2, 3, ...,
49} als zweiter Komponente bekommen wir durch Hinzunehmen der 1 eine 6-er Menge aus
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{1, 2, ... 49}, diedie 1 enthalt. Es gibt also genauso viele 6-er Mengen, die 1 enthalten, wie
solche Paare. Wir haben die 6-er Mengen blof? anders hingeschrieben, wir haben nichts an
ihrer Anzahl geéndert.

Aber zu zahlen haben wir nun Paare, flr die die Multiplikationsregel anwendbar ist:

48
Es gibt 1 Moglichkeit fir die erste Komponente, und wenn die festgelegt ist, gibt es ( 5 j

48 48
Moglichkeiten fir die zweite Komponente. Insgesamt also 1 E( 5} = ( 5) Paare.

Esergibt sich also

. . . 48 49
p("ja, 1wird gezogen") = p("ja") = 5 / 5 = 6/49.
Diefur "1 wird nicht gezogen", also fir "nein" glinstigen 6-er Mengen sind offenbar genau
48
digienigen, deren Zahlen alleaus{2, 3, ..., 49}, ssammen, und das sind genau [ 5 j Stiick.
Esergibt sich also
) _ _ 48 49
p(" 1 wird nicht gezogen™") = p("nein") = ( 6) / [ 6} = 43/49.

Und jetzt sehen wir auch, dal3 wir eine der beiden Rechnungen hétten sparen kénnen: es
handelt sich bei "ja' und "nein" um Gegenereignisse zueinander, und da wissen wir schon,
wie sich die Wahrscheinlichkeiten zueinander verhalten:

p("ja') =1- p("nein") =1 - 43/49 = 6/49.

- 48 48 49
Ubrigens: wie wir sehen, gilt [5j +[6) = ( 6) Ist das ein Zufall?

Nein, wir werden noch darauf zurtickkommen.

Fragen wir uns, ob wir p("ja") = 6/49 nicht auch anders herausbekommen hétten.

Die einfachste Ideeist leider ein Trugschlul3.

Idee: Es geht doch eigentlich um die 1 und ihre Chance "dabel zu sein”. Jede Zahl hat bei der
Ziehung die gleiche Chance, dabel zu sein.

Weil es 49 Kugeln sind, hat jede also die Chance 1/49 . (???)

Wieso bekommen wir was falsches her aus?

Nun: das mit der gleichen Wahrscheinlichkeit stimmt natirlich, aber das "also" war nicht
zuldssig. Die M dglichkeiten " 1", " 2", ... bis" 49" schlief3en sich ja nicht gegenseitig aus -
also kénnen wir sie nicht in der L aplace-Formel verwenden.

Aber so kdnnte es gehen:

Die Wahrscheinlichkeit p einer bestimmten Zahl, Gewinnzahl zu sein, ist jafir ale 49
Kugeln dieselbe. Sie kénnte man durch eine Ziehung ermitteln. (eine Ziehung "1 aus 49")
Man zieht eine Kugel, und fragt sich, ob eseine der Gewinnzahlen ist. Nach unserer
Definition von p ist die Wahrscheinlichkeit dafiir genau p.

Berechnen wir die Wahrscheinlichkeit mit der LAPLACE-Formel:
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Unter den 49 Zahlen, aus denen man nun zieht, sind genau sechs Gewinnzahlen. Also hat man
6 gunstige bei 49 Mdglichkeiten, d.h. p = 6/49.

Diese Diskussion ist fir meinen Geschmack hart am Abgrund und man kann leicht

irgendwel chen TrugschlUissen aufsitzen. Mitunter rechnet man namlich Wahrscheinlichkeiten
fur ein und dassel be Ereignis mit Zusatzbedingungen aus, was meist zu einer erhéhten (einer
bedingten) Wahrscheinlichkeit fuhrt (eine Bedingung, also Zusatzinformation, verandert
manchmal die Wahrscheinlichkeit, dass etwas eintritt).

Fazit: am sichersten nimmt man die bekanntermal3en gleichwahrscheinlichen Moglichkeiten
und verzichtet auf Experimente. Erst wenn das gesuchte p berechnet ist, kbnnte man sich nach
anderen Wegen umschauen.

(2.3.2) Wieviele M oglichkeiten (mdgliche Ergebnisse) gibt es, und wie wahr scheinlich
sind siejeweils, wenn mich nur interessiert, wie viele meiner 6 getippten Zahlen gezogen
wer den (= wie viele Richtige ich habe)?

7 Moglichkeiten (keine, eine, zwel, drei, vier, funf, alle sechs)

Klar gibt es auf die Frage die Antworten O bis 6.

Als" sdmtliche M dglichkeiten”, mit denen ich die Wahr scheinlichkeit von " 0" bis" 6"
ausrechne, nehmeich die 6-er Mengen, die das Ziehungsger at zieht. Diesmal benutze ich
aber auch die Zerlegung der MengeM in T und NT.

Wie sieht es hier mit den Wahrscheinlichkeiten aus?
Welche der 6-er Mengen sind gunstig fur "keine richtige Zahl"?
Genau die, die all ihre sechs Zahlen aus der Menge NT, der 43 von uns nicht getippten

43
Zahlen, haben. Das sind offenbar genau ( 6) Stiick.
Esergibt sich also
I 43 49
p(" O Richtige") = ( 6) / [ 6) = (43[42[41[20039[38)/(49[48[47(46[45[24) = 0,4359.

Welche der 6-er Mengen sind gunstig fur "genau eine richtige Zahl"?

Genau die, die genau eine Zahl aus T, und funf ihrer sechs Zahlen aus der Menge NT haben.
Wie kénnen wir die abzdhlen? Versuchen wir den " Trick" von vorhin: machen wir Paare aus
den 6-er Mengen, indem wir erst die"Zahl, diein T liegt", dann die "funf Zahlen, diein NT
liegen" aufschreiben.

Offenbar ist die Zuordnung wieder bijektiv. Nach der Multiplikationsregel folgt:

43
6 Mdglichkeiten fur die erste Komponente und dann jeweils [ 5 j fr die zweite Komponente
: . 43
liefert insgesamt 6 E( 5) Paare.

Esergibt sich also




43) (49
p(" 1 Richtige") = 6[E - j /[ ) j = (63322120B9B)/(49E8E7E6@524) = 0,4130.

Diefur "genau zwei Richtige" gunstigen Moglichkeiten schreiben wir gleich als Paare auf:

6 43
erst die 2-er Menge aus T, dann die 4-er Menge aus NT, das ergibt (2} E( A j

Moglichkeiten. Esergibt sich also

6) (43) (49
(" 2Richtige") =| _ [E4 /| | = (6B12382121203908)/(2291232712625124) =0,1324

Und analog

~~

43) (49
p(“ 3 Richtige") = EE ) (66223221 BB3)/(3! BoBSE37E6E534) = 0,0176

6

~~

p(" 4 Richtige") =

43) (49
EEZ ;. |=(6BE3B2BHE)/(2@9B8E7@6E5B4) = 0,00096.

~~

p(" 5 Richtige") =

43) (49
EEl ;|- (6B3BIERE0)/(493337136@524) = 0,000018.

NDUl oA O w o

43\ (49
p(" 6 Richtige") = ((J E( ol [ 6) = (11BBEBER)/(492837262534) = 0,000007.

Hierbei wurden in den Briichen Formeln fir die Binomialkoeffizienten eingesetzt und die
offensichtlichen Ktirzungen durchgefhrt.

Es liegen zwei Fragen nahe:

Die 7 Mdglichkeiten decken ja alles ab und schlief3en sich gegenseitig aus. Dann mif3ten sich
ihre Wahrscheinlichkeiten doch zu 1 aufaddieren!?

Tun sie auch (auf vier Stellen nach dem Komma gerundet, daher mit kleinem Fehler
versehen):  0,4359 + 0,4130 + 0,1324 + 0,0176 + 0,0009 + 0 + 0 = 0,9998

Wie grofd ist nun die Wahr scheinlichkeit, Gber haupt einen Gewinn zu erzielen?
Wir wissen ja, dald ein Dreier schon etwas bringt. Also ist wegen der Additivitét der
Wahrscheinlichkeit bei sich gegenseitig ausschlief3enden Ereignissen:

p(Gewinn) = p(Dreier) + p(Vierer) + p(Funfer) + p(Sechser) = 0,0185.

Man hat also eine Chance von 1,85% zu gewinnen.

Aber dawar doch noch etwas mit der "5 mit Zusatzzahl"! Muf3 die nicht auch irgendwie as
Gewinn gezahlt werden?

Muf3 schon, ist aber bei den normalen Flnfern bereits mitgezahit. Die Wahrscheinlichkeit fir
"FUnf mit Zusatzzahl" werden wir weiter unten berechnen.

6 43
Die Anzahl glinstiger Mdglichkeiten fir i Richtige (2 < i < 6) ist von der Form (j E(6 j
i —i

Pal3t das auch zu unserer Formel fir O Richtige und 1 Richtige?
Klar. Einfachi=0undi = 1 einsetzen.
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(2.3.3) Wieviele Moglichkeiten (mdgliche Ergebnisse) gibt es, und wie wahr scheinlich
sind siejeweils, wenn mich nur interessiert, wieviele der gezogenen Zahlen gerade
Zahlen sind?

wieder 7 Mdglichkeiten (keine, eine, zwei, drei, vier, funf, alle sechs)

Wie sieht es hier mit den Wahrscheinlichkeiten aus?
Welche der 6-er Mengen sind gunstig fur "keine gerade Zahl darunter"?
Genau die, die all ihre sechs Zahlen aus der Menge der ungeraden Zahlen, also aus{1,3,5,7,

25
9, ..., 49} haben. Das sind offenbar genau [ 5 j Stiick, denn es gibt 25 ungerade und 24

gerade unter den ersten 49 nattrlichen Zahlen.
Esergibt sich also

: . 25 49
p(" keine gerade Zahl dabei") = [ 6} / [ 6} = 0,0126.

Und die Wahrscheinlichkeit von "genau eine gerade Zahl"?

Welche der 6-er Mengen sind gunstig fur "genau eine gerade Zahl"?

Genau die, die genau eine Zahl aus{2,4,6,...,48}, und funf ihrer sechs Zahlen aus der Menge
{1,3,5,7,9, ..., 49} haben.

Wie kdnnen wir die abzéhlen? Versuchen wir den " Trick” von vorhin: machen wir Paare aus
den 6-er Mengen, indem wir erst die "eine gerade Zahl", dann die "finf ungeraden Zahlen"
aufschreiben.

Zum Beispiel wird dann aus {3, 16, 17, 21, 25, 49} das Paar ({16}, {3, 17, 21, 25, 49}).

Und wieder &ndert das an der Anzahl nichts, die Zuordnung ist bijektiv. Nach der
Multiplikationsregel folgt: 24 Moglichkeiten fur die erste Komponente und dann jeweils

25 25
( 5) fr die zweite Komponente liefert insgesamt 24 E( 5) Paare.

Esergibt sich also
: . 25 49
p(" genau eine gerade Zahl dabei") = 24 E( 5) / ( 6) =0,0912.

Die Zahlenwerte der Wahrscheinlichkeiten von

"0 Richtige" bzw. "0 gerade Zahlen", und von "1 Richtige" bzw. "1 gerade Zahl"

sind verschieden, aber die Art, sie auszurechnen, die Formel, ist jeweils gleich. In beiden
Féallen zieht man 6 mal ohne Zurilicklegen, ohne Reihenfolge aus 49, und fragt nach der
Wahrscheinlichkeit, dal3 genau i der sechs gezogenen Zahlen aus einer vorher festgelegten
Teilmenge stammen.

Im einen Fall waren esdie 6 "Richtigen”, und man hatte 43 "Falsche", im anderen Fall waren
es 24 "Richtige”, und man hatte 25 "Falsche".

Offenbar erhalt man auch die weiteren gefragten Wahrscheinlichkeiten auf diese Weise:

: _ 24\ (25 49
p(" genau zwei gerade Zahlen dabei") = [ 5 j EE 4) / [ 6) = 0,2496.
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i 24\ (25 49
p(" alle sechs gerade Zahlen dabei" ) = ( 5 j Dé Oj / ( = 0,0096.

Wieder ergibt sich: 0,0126 + 0,0912 + 0,2496 + 0,3329 + 0,2279 + 0,0759 + 0,0096 = 0,9997

Und wir kdnnen unsere Erkenntnisse in einem Satz formulieren:

Satz: Ist bei einer Ziehung "6 aus 49" ohne Zuriicklegen, ohne Reihenfolge, die Grundmenge
unterteilt in eine Teilmenge A von m "richtigen" Elementen und das Komplement B aus den
restlichen 49 - m "falschen" Elementen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von den 6
gezogenen Zahlen genau i "richtig" sind, al'so aus A stammen, gleich

L m) (49-m 49
p("genamRlchtlge")z(iJEE 6-i j/[Gj

Derselbe Satz fur eine Ziehung "k aus n" ohne Zurlicklegen, ohne Reihenfolge lautet (man
ersetze 49 durch n und 6 durch k):

(2.3.4) Satz: Ist bei einer Ziehung "k aus n" ohne Zuriicklegen, ohne Reihenfolge, die
Grundmenge unterteilt in eine Teilmenge A von m Elementen und das Komplement B aus
den restlichen n - m Elementen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafUr, dass genau i der k
gezogenen Elemente aus A stammen (also Treffer sind), gleich

_ m) (n—-m n
p("genaui Treffer") = [i j[Ek—i j / (kj

Und wie war esin Beispiel (2.3.1)? Unterteilung in Teilmengen {1} und {2,3,...,49}.
Alsom=1.

p(O Treffer) = p(nein) = @ EEZSJ / [zgj , P(L Treffer) = p(ja) = @ EE‘S) / (‘;gj :

Beispiel derselben Art:

(2.3.5) Wieviele Maglichkeiten (mogliche Ergebnisse) gibt es, und wie wahrscheinlich
sind siejeweils, wenn mich nur interessiert, wieviele der gezogenen Zahlen einstellig
sind?

wieder 7 Mdglichkeiten (keine, eine, zwei, drei, vier, funf, alle sechs)
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Wahrscheinlichkeiten? Wieder dieselbe Formel, diesmal istm = 9.
Jetzt zu etwas ganz anderem.

(2.3.6) Wieviele Mdglichkeiten (mdgliche Ergebnisse) gibt es, und wie wahrscheinlich
sind siejeweils, wenn mich interessert, wieviele der gezogenen Zahlen einstellig sind,
wie viele zwischen 10 und 19, wie viele zwischen 20 und 29, zwischen 30 und 39,
zwischen 40 und 49 liegen?

Das ist wirklich was Neues. Damacht es Schwierigkeiten, die "Moglichkeiten”
hinzuschreiben. Das nachste Problem wird sain, sie abzuzdhlen, und dann noch, ihre
Wahrscheinlichkeit zu berechnen.

Aber erst mal ein paar Beispiele, um sich dem Problem zu néhern.

Es konnte sein, dal3 alle sechs Zahlen einstellig sind.

Oder dle zwischen 40 und 49.

Oder zwei zwischen 20 und 29, eine zwischen 30 und 39 und der Rest zwischen 40 und 49.

Wie kénnen wir diese "Moglichkeiten” aufschreiben? Irgendwie mussen diese "Boxen”, in die
die Grundmenge { 1,2,...,49} unterteilt ist, mit der Anzahl der Zahlen, die aus ihnen stammen,
erwdhnt werden. Man konnte das erste Beispiel als (6,0,0,0,0) schreiben, das zweite as
(0,0,0,0,6).

Das wirde bedeuten: wir schreiben 5-Tupel aus Anzahlen; in die i-te Komponente schreiben
wir die Anzahl der Zahlen aus der i-ten Box. Dann sdhe das dritte Beispiel so aus.

(0,0,2,1,3).

Und (1,1,1,1,2) wirde bedeuten: eine einstellige Zahl, eine zwischen 10 und 19, eine
zwischen 20 und 29, eine zwischen 30 und 39 und zwei zwischen 40 und 49.

Offenbar liefern diese 5-Tupel aus Zahlen zwischen 0 und 6 genau unser e gesuchten
M dglichkeiten - wenn die Summe der Zahlen gleich 6 ist. Eswurden jagenau 6 Zahlen
gezogen.

Wir haben aso die "Mdoglichkeiten” im Griff, und wollen sie abzéhlen.

5-Tupel, wo in jeder Komponente 0,1,2,3,4,5 oder 6 stehen konnte - kann man da nicht
einfach multiplizieren?

Leider durfen wir nicht einfach 7 mal 7 mal 7 mal 7 mal 7 rechnen, weil dabei ganz viele
unzulassige "M oglichkeiten™ mitgezéhlt werden. Zum Beispiel (0,0,0,0,0), wo Uberhaupt
keine Gewinnzahl vorlége. Oder (2,2,2,2,2), wo zehn Zahlen gezogen worden wéren. Die
Bedingung, dal3 es genau sechs Gewinnzahlen sind, macht da Einschrankungen.

Daher lieber eine Fallunterscheidung:

() sechsin derselben Box: 5 Madglichkeiten (6,0,0,0,0) etc.

(i) fdnf in derselben Box: 5mal 4 Mdglichkeiten (5,1,0,0,0) etc.

(iii)  vier in derselben Box, die restlichen beiden auch: 5mal 4 Mdgl.: (4,2,0,0,0) etc.

4
(iv)  vierinderselben Box, die restlichen beiden nicht: 5 mal [2) Maogl.: (4,1,1,0,0) etc.
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5
(v)  drel inderselben Box, die restlichen drei auch: [2} Maoglichkeiten (3,3,0,0,0) etc.
(vi)  drei inderselben Box, zwei weitere auch: 5 mal 4 mal 3Mdogl.: (3,2,1,0,0) etc.
4
(vii)  drei in derselben Box, keine weiteren: 5 mal [3} Mogl.: (3,1,1,1,0) etc.

5
(viii)  jezwei in derselben Box: [3} Moglichkeiten: (2,2,2,0,0) etc.

5 3
(ix) zweimal zwei in derselben Box: (2} mal [2} Maoglichkeiten: (2,2,1,1,0) etc.
(x) zwel in derselben, alle anderen einzeln: 5 Mdoglichkeiten: (2,1,1,1,1) etc.
Das ergibt zusammen 5+ 20 + 20+ 30 + 10 + 60 + 20 + 10 + 30 + 5 = 210 M&glichkeiten.

Sieht kompliziert aus.

Ich will die Aufgabe hier nicht auswalzen, aber sie sollten erkennen:

- bei Nebenbedingungen an Tupel darf man erstmal gar nicht multiplizieren

- durch eine Fallunterscheidung kann man meist doch wieder auf Multiplikationen kommen.

Wahrscheinlich fallt IThnen an der Anzahl 210 der M 6glichkeiten nichts auf, aber ich sage es
10
lhnen: 210= (6) Sollte diese Anzahl, die

bei einer Ziehung "6 aus 10", ohne Zurtcklegen, ohne Reihenfolge, oder

bei einer Ziehung "6 aus 5", mit Zurticklegen, ohne Reihenfolge

als Zahl der sdmtlichen M 6glichkeiten herausgekommen waére, uns zu denken geben?
Wére eine andere Modellierung hier hilfreich?

Nun, zehn Objekte sehe ich weit und breit nicht, also scheint die erste Interpretation nichts zu
bringen. Aber 5 - das kénnten doch durchaus die Boxen sein.

Vergessen wir al'so die Nummern auf den einzelnen Kugeln und merken uns nur, aus welcher
Box sie stammen. Dann ziehen wir sechs mal, und ziehen jeweils eine Box!

Da dieselbe Box auch mehrfach "gezogen" werden kann (es sind ja auch beim fnften und
sechsten Zug noch aus jeder Box Kugeln da), ist es mit Zurticklegen.

Esist also tatséchlich interpretierbar als Ziehung "6 aus 5", mit Zurticklegen, ohne

. . 5+6-1 10 . .
Reihenfolge. Und da gibt es ( 5 J = ( 6} Moglichkeiten.
Und wie schreiben wir die M 6glichkeiten auf?
Dazu missen die Boxen Namen bekommen, damit wir sie hinschreiben konnen! Eigentlich
wurde ich den Boxen gerne Buchstaben als Namen geben, well die Zahlen 1, 2, ... jaschon
- asZahlen, die gezogen werden,
- asAnzahlen von Zahlen in einer Box
auftreten.
Aber aus gutem Grund nehme ich doch wieder Zahlen fur die Boxen. Nennen wir siel, 2, 3,
4, und 5.
Als 6-K ombinationen mit Wieder holungen, d.h. als Mengen von 6 nicht notwendig
ver schiedenen Elementen aus{1, 2, 3, 4, 5}.
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Dann ist die Méglichkeit (6,0,0,0,0) von eben jetzt die Moglichkeit {1,1,1,1,1,1,1}. Und die
Moglichkeit (2,2,1,0,1) von ebenist jetzt {1,1,2,2,3,5}.
Wie hétten wir {3,3,3,3,4,5} vorhin geschrieben? Klar: (0,0,4,1,1).

Satz: Esgibt genauso viele 5-Tupel von Zahlen aus{0,1,2,3,4,5,6}, deren Summe 6 ergibt,
wie Mengen von sechs nicht notwendig verschiedenen Elementen aus{1,2,3,4,5}.

Beweis. Zu jeder Menge{ay, &, ..., 8} von sechs nicht notwendig verschiedenen Elementen
aus{1,2,3,4,5}bildeich ein 5-Tupel von Zahlen wiefolgt: in die i-te Komponente schreibe
ich die Anzahl der a,, die gleich i sind. Naturlich sind die Zahlen in den Komponenten aus
{0,1,2,3,4,5,6}. Und natirlich addieren sie sich zu 6 auf, dain meiner Menge ja genau sechs
Zahlen g, vorkommen. Verschiedene Mengen mussen von mindestens einer Sortea, = 1, 2, 3,
4, oder 5 eine verschiedene Anzahl haben, also unterscheiden sich auch die zugehérigen 5-
Tupel (an mindestens einer Stelle). Die Zuordnung ist also injektiv (eineindeutig). Jedes der
genannten 5-Tupel ist aber auch irgendeiner Menge zugeordnet, denn man kann sie aus dem
5-Tupel jarekonstruieren. Dazu nehme man die Anzahlen in den Komponenten als " Rezept"”,
wieviele Zahlen jeder Sorte man in die Menge aufnehmen soll.

Die Zuordnung ist also auch surjektiv (auf), und daher bijektiv.

Die beiden Mengen haben daher gleichviele Elemente.

Finden wir die Verallgemeinerung dieses Satzes?

6 aus 5 mit Zurticklegen ohne Reihenfolge wird zu k ausn mit Zuriicklegen ohne
Reihenfolge.

Das Pendant zu M engen von k nicht notwendig ver schiedenen Elementen aus {1,2,...,n}
bilden wohl n-Tupel von Zahlen aus{0,1,...,k}, deren SummeKk ergibt.

(2.3.7) Satz: Esgibt genauso viele n-Tupel von Zahlen aus{0,1, ..., k}, deren Summe k
ergibt, wie Mengen von k nicht notwendig verschiedenen Elementen aus{1, 2, ..., n}.

Aber: wie kann man diese Mengen mit mehrfachen Elementen, diese Kombinationen mit
Wiederholungen zéhlen?

n+k-1
Es soll laut Tabelle ja ( J herauskommen. Aber dasist eigentlich eine Anzahl von

K ombinationen ohne Wiederholungen!

Man mifdte die Wiederholungen loswerden. Zum Beispiel, indem man die sdmtlichen k-

K ombinationen mit Wiederholungen aus n Elementen mit den sdmtlichen k-Kombinationen
ohne Wiederholungen aus n+k-1 Elementen identifiziert.

Das werden wir jetzt tun (fir k =6, n=5), und zwar so:
Ich gebe ein Verfahren an, das diese | dentifizierung liefert.

(1) Mengen von sechs nicht notwendig verschiedenen Zahlen aus {1,2,3,4,5} schreiben wir
stets der Grof3e nach geordnet auf.




40

(2) Ich erhthe die erste Zahl um 0, die zweite um 1, die dritte um 2, die vierteum 3, die
fUnfte um 4, die sechsteum 5. Dasliefert eine Abbildung a:

{ag, @, a3, 8y, &, 8} — {by, by, b3, by, by, b} : = {&y+0, a+1, ag+2, ay+3 as+4, ag+5}

So wird aus einer Menge von sechs Zahlen wieder eine Menge von sechs Zahlen.

Aber dariberhinaus verschwinden alle Mehrfachnennungen! Denn aus
y<H<y<y<ag<ag folgt sicher yy+t0<aptl<agt2<gy+3 <agtd < agt+5

Also gilt by <b, <bs <b,; <bg< bg und daher sind die Mengen { b4, b,, bs, by, bs, be} stets
Mengen von lauter verschiedenen Elementen. Allerdings kommen da auch die Zahlen 6, 7, 8,
9, und 10 vor. Und weiterhin die Zahlen 1 2, 3, 4, und 5.

Wie oben beim letzten Satz haben wir auch hier eine Zuordnung, eine Abbildung erklart, die
schlecht zu z&hlende Objekte mit leichter zu z&hlenden Objekten identifiziert.

Von dieser Abbildung muf3 man aber noch zeigen, dal3 sie bijektiv ist. Erst dann weil3 man,
dai3 es von beiden Sorten Objekten gleichviele gibt.

Nennen wir die oben erklarte Abbildung wie gesagt a. Sie ordnet Mengen von sechs Zahlen
wieder je eine Menge von sechs Zahlen zu.

Wasist aber genau der Definitionsber eich von a? Welche Mengen wollen wir durch o mit
etwas anderem identifizieren?

Die Gesamtheit (Menge) aller Mengen von 6 nicht notwendig ver schiedenen Elementen
aus{1,2,3,4,5}.

Wasist der Zielbereich von a? Mit welchen Mengen wollen wir diese " schwierigen Mengen"
durch a identifizieren?

Die Gesamtheit (Menge) aller Mengen von 6 ver schiedenen Elementen aus
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Ist die Abbildung a injektiv?
Klar, wenn sich eine Menge als Bild von zwei Mengen erscheint,
{by, by, b, by, b5, b} = {&y+0, ay+1, ag+2, ay+3 a5+4, 8g+5} =
={a'+0, &'+1, ag'+2, a,+3 ag'+4, a5'+5}
so sehen wir unmittelbar, dass die beiden Mengen gleich sein miissen.
Ist die Abbildung a surjektiv?
Dasheil3t: Ist der Zielbereich von a gleichzeitig auch der Wertebereich von a? Dazu
muf3ten wir zu einer beliebigen 6-er Menge {b;, b,, bs, by, bs, be} von verschiedenen Zahlen
aus{1,2,...,10} ein Urbild unter a finden.
Offenbar wird die Menge { ay, &, ag, 84, as, 8} = {b1-0, bo-1, b5-2, bs-3, bs-4, bg-5} unter a
auf {by, by, b, by, bs, bg} = {(b1-0)+0, (bo-1)+1, (b3-2)+2, (bs-3)+3, (bs-4)+4, (be-5)+5}
abgebildet.
Und esgilt: a = b-0 21,
fur dlei gilt: g = b-(i-1) < b1 = g4
und schliefdlich gilt: ag= bg-5 < 10-5=5.
Alsoist die Menge { &, ay, ag, a4, &, 8} aus dem Definitionsbereich von a.

Wir haben also gesehen, dass die Abbildung a bijektiv ist, und daher die beiden betrachteten
Mengen gleichviele Elemente haben.
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Aber wir haben ja sogar die Umkehrabbildung a-1 von a ausgerechnet:
C('l ({ bl’ b2, b3, b4, b5, bﬁ}) = {bl-O, b2'1, b3'2, b4'3, b5'4, b6'5} .
Der Beweisist fertig.

Es war der Beweis zu folgendem Satz:

5+
Satz: Esgibt genau ( J Mengen von sechs nicht notwendig verschiedenen Elementen

aus der Menge {1,2,3,4,5}.

Und der gleiche Beweis zeigt auch:

n+k-1
(2.3.8) Satz: Esgibt genau [ K j Mengen von k nicht notwendig verschiedenen

Elementen aus der Menge{1,2,...,n}.

Das war die Formel fir die Anzahl Méglichkeiten in der "unsympathischen" Variante (mit
Zuricklegen/ohne Reihenfolge) der Ziehung "k aus n".

Bevor wir das Beispiel weiter diskutieren nur noch schnell eine weitere Anwendung der
Abbildung a bzw. a-1. Der Einfachheit halber fir die Ziehung "6 aus 49".

o-lidentifiziert ja unsere Ergebnisse, also die 6-er Mengen aus{1,2,...,49} mit den Mengen
von sechs nicht notwendig verschiedenen Zahlen aus{1,2,...,44} . Welche Ergebnisse
entsprechen dabei den gewdhnlichen 6-er Mengen aus{1,2,...,44}, die lauter verschiedene
Zahlen enthalten?

Wie man sieht, gehort {1,2,3,4,5,6} nicht dazu. Bel der "Verschiebung" werden zwei
aufeinanderfolgende Zahlen auf dieselbe Zahl geschoben und liefern Wiederholungen.
Wenn man jedoch in der 6-er Menge keine zwei aufeinanderfolgenden Zahlen hat, passiert
das nie, und man bekommt die gewdhnlichen 6-er Mengen aus{1,2,...,44}.

44
a-lidentifiziert dso die [ 5 j gewohnlichen 6-er Mengen aus{1,2,...,44} mit denjenigen 6-er

Mengen aus{1,2,...,49}, die keine zwei aufeinanderfolgenden Zahlen enthalten.

(2.3.9) Interessieren wir uns also fur das Ereignis:
A ="unter den Gewinnzahlen sind keine zwei aufeinanderfolgenden Zahlen", so gilt:

44\ (49
p(A) = [ 6) / [ 6} = (44143[42[41[40[39)/(49148(47146[45[24) = 0,5

Umgekehrt ist dann aber auch die Wahrscheinlichkeit dafr, dald mindestens zwei
aufeinanderfolgende Zahlen gezogen werden, (das Gegenereignis zu A) etwa 50%.




42

Zuriick zu unseren finf Boxen und den 210 Méglichkeiten, wie die Zahlen verteilt sein
konnen.

Wir sollten ja noch kléren, wie wahrscheinlich die einzelnen Méglichkeiten sind.
Zum Beispiel die Méglichkeit (6,0,0,0,0), dal alle sechs Zahlen einstellig sind. Haben wir

; : L 9) (40 49
langst (in (d)) diskutiert! p( (6,0,0,0,0)) = = (6} EE Oj / ( 6)

Oder (2,2,1,1,0), dal3 von den sechs Zahlen

- 2 ausder ersten Box

- 2 ausder zweiten Box

-l ausder dritten Box

- lausder vierten Box

- Oausder funften Box

stammen. Daist die Einteilung der Grundmenge in zwei Boxen (einstellig/zweistellig) auf

funf Boxen verfeinert worden. Aber vielleicht funktioniert jader alte " Trick" noch, die

Gewinnzahlen in Paare oder sogar 5-Tupel von Mengen tberzuf Uhren.

Wir kénnten zum Beispiel die Gewinnzahlen {1,7,11,15,28,37} schreiben as
({1,7},{11,15},{28},{37}, 0 }.

Da haben wir in die i-te Komponente des 5-Tupels den Teil der Gewinnzahlen geschrieben,

der in der i-ten Box liegt. Das geht eindeutig, und die Tupel kann man wieder multiplikativ

abzahlen, wenn man weil3, wieviele (d.h. welche) Mengen man in jede Komponente schreiben

darf.

Bel unserer Méglichkeit (2,2,1,1,0) der Verteilung auf Boxen sind das:

alle 2-elementigen Teilmengen von { 1,2,...,9} in die erste Komponente,

alle 2-elementigen Teilmengen von {10,11,...,19} in die zweite Komponente,

alle 1-elementigen Teilmengen von {20,21,...,29} in die dritte Komponente,

alle 1-elementigen Teilmengen von { 30,31,...,39} in die vierte Komponente,

alle 0-elementigen Teilmengen von {40,41,...,49} in die finfte Komponente,

. 9) (10) (10) (10) (10 : , . .
Esgibt also (2) EE 2) EE 1) EE 1} EE Oj Moglichkeiten, und die Wahrscheinlichkeit der

9) (10) (10) (10) (10 49
Verteilung (2,2,1,1,0) ist daher gleich / = 0,0125.
2)2)(1 1 0 6

Analog berechnet man die Wahrscheinlichkeit der Ubrigen "Moglichkeiten”, und es ergibt
sich zum Beispiel:

i () (4w

Wir formulieren den dahinterstehenden Satz, den wir " praktisch bewiesen ™ (die
Beweismethode am Beispiel vorgefiihrt) haben.



(2.3.10) Satz: Sei eine Grundmenge mit n Elementen gegeben, dieint Teile der
e . : m ) {m, m
Machtigkeiten mq, my, ..., m, zerlegt ist. Dann gibt es genau K K . K
1 2 t
Maglichkeiten, k Elemente derart aus der Grundmenge auszuwahlen, dafd genau k; Stuick

davon aus der i-ten Teilmenge stammen.
Betrachtet man eine Ziehung "k aus n" ohne Zuriicklegen (und ohne Reihenfolge). Sei die
Grundmenge wie eben in Teilmengen zerlegt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fur die

. . m ) (m, m, n
Verteilung (K4, Ko, ..., k) der k Kugeln auf die Teile genau K K . K / K
1 2 t

Die Formulierung dieses Problems in den Lehrbiichern lautet meist wie folgt.

"In einer Urne befinden sich 5 rote, zwei griine und drei blaue Kugeln. Hans greift blind
hinein und zieht drei Kugeln heraus. Wie wahrscheinlich ist es, dai er je eine Kugel der drei
Farben gezogen hat?'

. N . 5) (2) (3) (10
Die Antwort lautet (fr mich erstaunlich hoch): 194 1/ 3 = 0,25.

Bei der Frage nach der Anzahl der M églichkeiten, die sechs Gewinnzahlen auf die finf Boxen
zu verteilen, kdnnte ich mir vorstellen, dass der eine oder andere von Ihnen sagt: "Fir mich
gibt es nur zehn Mdglichkeiten!"

Ganz verkehrt wére das auch nicht: es sind Moglichkeiten fir den Ausgang der Ziehung.
Sie erfullen unsere Anforderung, dass bei jeder Durchfiihrung der Ziehung genau eine dieser
Moglichkeiten auftritt.

Aber es sind nicht die Méglichkeiten, nach denen gefragt ist.

Also:

konkr et fragen — konkret antworten — er st dann Gberlegen|.

Zur Probe zwei |etzte L otto-Fragen.

(2.3.11) Wieviele M oglichkeiten (mdgliche Ergebnisse) gibt es, und wie wahrscheinlich
sind siejeweils, wenn mich nur interessiert, welche meiner 6 getippten Zahlen gezogen
werden?

Es konnte sein, dal3 gar keine meiner Zahlen kommt. Oder alle. Oder die 2, die 5 und die 6.
Oder nur die 1. Ich muf3, um an die M6glichkeiten zu kommen, die sdmtlichen mdglichen
Antworten auf die Frage finden: "Welche meiner Zahlen kommen?"

Und die Antwort irgendwie "mathematisch” hinschreiben, um die Antworten (M 6glichkeiten)
leicht zéhlen zu kdnnen.



Eine Antwort muf3 die "gekommenen" meiner Zahlen beinhalten, aber ich bin nicht
aufgefordert etwas Uber ihre Reihenfolge zu sagen. Eine Antwort besteht also aus einer
Menge von Zahlen aus{1,2,3,4,5,6}.

Erinnern wir uns, mein Tipp war ja{1,2,3,4,5,6}.

Gibt esirgendwelche Einschrankungen, oder sind alle Teilmengen von { 1,2,3,4,5,6} mogliche
Antworten?

Offenbar sind alle Teilmengen mdglich, d.h. ich muR? zéhlen, wieviele Teilmengen eine 6-
elementige Menge hat.

Satz: {1,2,3,4,5,6} hat genau 26 = 64 Teilmengen.

Das werden wir im Kombinatorik-Kapitel auf mehrere Arten beweisen. Hier ein Bewels, der
zu unseren Ziehungen passt.

Die Formel sieht nach 26 = nk aus. Das war aber die Anzahl aller 6-Tupel von Elementen aus
einer Menge mit 2 Elementen.

Konnen wir Teilmengen A von {1,2,...,6} mit 6-Tupeln von Elementen aus einer bestimmten
(noch nicht bekannten) Menge mit 2 Elementen (z.B. Symbolen) eineindeutig identifizieren?
Naklar: in diei-te Komponente schreiben wir eine 1, wenn das Element i in der Menge A
liegt, eine O, wenni nicht in A liegt.

Dann entspricht die Menge {1, 5, 6} dem Tupel (1, 0, 0, 0, 1, 1}, der leeren Menge das Tupel
(0,0,0,0,0,0) und der ganzen Menge{1, 2, 3,4, 5, 6} dasTupel (1,1,1,1, 1, 1).

Offenbar ist die Zuordnung bijektiv, man kann dem Tupel komponentenwel se ablesen, welche
Elemente zu der entsprechenden Menge gehtren.

Offenbar gibt es nach der Multiplikationsformel 222222 = 26 =64 6-Tupel, diein den
Komponenten 1 oder O stehen haben, also ist die Behauptung bewiesen.

Mit derselben Idee beweist man natirlich ebenso den allgemeinen

(2.312) Satz: {1,2,...,n} hat genau 2" Teilmengen.

Weiter im Text (esinteressieren die Moglichkeiten, welche meiner Zahlen gezogen werden).

Welche Wahr scheinlichkeit haben nun die Moglichkeiten (zum Berechnen nehmen wir die
Ublichen 6-er Mengen, die das Gerét zieht, unsere getippten Zahlen seien der Einfachheit
halber die Zahlen von 1 bis 6)?

- "dle", ds0{1,2,34,5,6}? dieselbe wie "sechs Richtige".
- {1,2,3,4,5}, dso dass genau die ersten finf meiner Zahlen gezogen wurden?

Eintellungvon{1,2,...,49} in{1,2,3,4,5}, {6}, {7.8,...,49}: (3 EE(lJ EE413J / [469j
- "nurdie4unddie6", aso {4,6}?
Eintellungvon {1,2,...,49} in{4,6}, {1,2,3,5},{7.8,...,49} @j EESJ Eﬁéfj / [Zgj
"nur nicht die 2 und die 5", also {1, 3,5, 6} ?
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Eintellungvon {1,2,...,49} in{2,5}, {1,3,4,6},{7,8,...,49} [(ZJ ngj EE?} / (469j

- "garkeine", aso 0?7 dieselbewie"0 Richtige".

Es scheint, dal3 ale 2-elementigen Teilmengen meines Tipps alle dieselbe Chance, ndmlich

4\ (43 49
die Wahrscheinlichkeit Fehler! Textmar ke nicht definiert.[oj Dé 4} / ( 6) haben, die

6
einzigen Richtigen meines Tipps zu sein. Und ist auch so. Und davon gibt es (2) Stiick.

Und ihre Chancen zusammengenommen ergeben wieder meine Chance "auf genau 2

Richtige" (siehe (b)):
5 Richii _(6) (43 | 49
p(genau 2 Richtige) = 210 4 5

(2.3.13) Jetzt fehlt eigentlich nur noch die Chance auf eine Finf mit Zusatzzahl.

Auch die wollen wir berechnen. Wir wollen es zumindest versuchen. Es geht um das Ereignis
A ="Ich habe 5 Richtige und die Zusatzzahl."
Verwenden wir die verschiedenen Sichtweisen.

1. Versuch:

Ich habe meinen Tippschein mit meinem Tipp {1,2,3,4,5,6} vorliegen und beobachte die
Ziehung. Mich interessieren nur die Gewinnzahlen. Nachdem die sechste Kugel gefallenist,
gehe ich Bierholen. Ich verpasse die siebte Zahl. Ergebnisse der Ziehung sind fur mich die 6-
Tupel oder auch die 6-er Mengen (= Gewinnzahlen).

Dann kann ich zwar bei manchen Ergebnissen feststellen, dal3 sie ungunstig fur das Ereignis
A ="Ich habe 5 Richtige und die Zusatzzahl." sind, aber wenn genau 5 Richtige zu sehen
sind, weil3 ich nicht, ob nun die Zusatzzahl stimmt oder nicht, ob das Ergebnis glinstig oder
ungunstig fur A ist.

Leider kann ich die Wahr scheinlichkeit von A so nicht berechnen.

2. Versuch:

Ich habe meinen Tippschein mit meinem Tipp {1,2,3,4,5,6} vorliegen und beobachte die
Ziehung. Mich interessieren die erste Zahl bis zur siebten Zahl. Ergebnisse der Ziehung sind
fur mich die 7-Tupel von paarweise verschiedenen Zahlen aus{1,2,...,49}.

Ginstig fur A sind digjenigen Tupel, von denen unter den ersten 6 Zahlen funf "meiner
Zahlen" vorkommen, und die siebte Zahl auch noch eine meiner Tipp-Zahlen {1,2,3,4,5,6}
ist.

Je nachdem, wann die "falsche" Zahl kam (als erste, zweite,..., sechste) gibt es 6 Falle.

Zum Beispiel, wenn die erste Zahl falsch war:

dann gibt es 43 Méglichkeiten fir die erste Zahl, diejaaus{7,...,49} sein soll,
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6 Mdglichkeiten fur die zweite Zahl, diejaaus{1,2,..,6} seinsoll, 5 Mdglichkeiten fir die
dritte Zahl, dieaus{1,2,..,6}, aber verschieden von der zweiten sein soll, 4 Méglichkeiten fir
dievierte Zahl, dieaus{1,2,..,6}, aber verschieden von der zweiten und dritten sein soll,

3 Mdoglichkeiten fur die funfte Zahl, die aus { 1,2,..,6}, aber verschieden von der zweiten bis
zur vierten sein soll, 2 Moglichkeiten fir die sechste Zahl, die aus{1,2,..,6}, aber
verschieden von der zweiten bis zur flnften sein soll, 1 Mdglichkeit fur die siebte Zahl, die
aus{1,2,..,6}, aber verschieden von der zweiten bis zur sechsten sein soll -

also insgesamt 43684321 = 436! Moglichkeiten in dem Fall, dass die erste Zahl falsch
war.

Wenn die zweite Zahl falsch ist, erhalt man 643814321 = 436! Mdglichkeiten, wenn die
dritte falsch war 6(8[43[432[1 = 436! Mdglichkeiten, letztlich jedem der sechs Félle, egal
die wievidte Zahl falsch war, stets genau 436! M6glichkeiten.

49
Also gilt p(A) = (6[43B!)/49@827E6[252413 = (66!)/49282726[2534 = 6/[ ) j .

3. Versuch:

Ich habe das Ergebnis der Ziehung, also die sechs Gewinnzahlen und die Zusatzzahl,
vorliegen, und méchte wissen, ob mein Tipp eine " Finf mit Zusatzzahl" gebracht hat.
Ergebnisse des Experiments sind fir mich die mdglichen Tipps, die ich hétte abgeben kénnen,
also die 6-er Mengen von verschiedenen Zahlen aus{1,2,...,49}.

Ginstig fur A sind digjenigen 6-er Mengen, die funf der sechs Gewinnzahlen und die
Zusatzzahl enthalten.

Eintellung {1,2,....,49} in {6 Gewinnzahlen}, { Zusatzzahl}, { ganz falsche Zahlen} liefert:

= () (s)=(2)

Zwei Schluss-Bemerkungen zum Thema Lotto:

(1) Schauen Sie mal in die Zeitung, wenn die Gewinnklassen mit den Gewinnen aufgelistet
sind. Welche Gewinnklasse haben wir noch nicht erwahnt?

Die "4 mit Zusatzzahl", die es seit Neuestem gibt? Auf einem Ubungsblatt rechnen Sie die
Chance auf eine "4 mit Zusatzzahl" aus.

(2) Welche anderen "Lotto-Arten" gibt es noch? Die Auswahlwette "6 aus 45".

Aber nun weiter im Text.
Gibt es (auf?er dem gewdhnlichen Zahlenlotto "6 aus 49") weitere Standard-Beispiele im
taglichen Leben (oder in Klausuraufgaben), bei denen Ziehungen "k aus n" vorkommen?
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(2.4) DasZiehen von Karten aus einem (gut gemischten) K artendeck.

Meist handelt es sich um ein franzésisches Blatt, mit dem etwa Skat gespielt wird, bzw. um
ein deutsches Blatt (etwa fir " Schafkopf" oder in doppelter Ausfertigung fur "Doppelkopf") -
oder auch ein Blatt, mit dem man Bridge (oder auch Rommee oder Canasta) spielen kann.
Gemeinsam ist dlen, da3 esvier Spielfarben gibt, und die Karten aul3er der Farbe auch noch
gewisse Bilder oder auch Zahlen (den Kartenwert) zeigen. Gekniipft an das Bild ist der Wert
(die Augenzahl) der entsprechenden Karte.

Die Namen der Spielfarben im Spiel Skat (in Klammern einige Namen derselben Farbe in
anderen Kartenspielen wie Schafkopf oder Bridge) sind Karo (Schellen), Herz (Coeur), Pik (=
Grun) und Kreuz (= Eicheln, Treff), und bel Karo und Herz handelt es sich um "rote Farben”,
bei Pik und Kreuz um "schwarze Farben”.

An Bildern gibt esdas As (A, 11 Augen), den Konig (K, 4 Augen), die Dame bzw. den Ober
(D, Q, O, 3 Augen) und den Jungen bzw. Bube oder Unter (J, B, U, 2 Augen), die Zahlen
reichen von der 2 bis zur 10, wobei lediglich die Zehn einen von Null verschiedenen Wert hat,
namlich 10 Augen.

Je nach Kartenspiel wird mit einer bestimmten Menge von Karten gespielt.

Beim Bridge mit allen 52, bei Skat oder Schafkopf mit 32 (7 bis As), bei Tarock mit 36
Karten (6 bis As), bei einem "Kurzen Schafkopf" oder bei "66" mit 24 (9 bis As) — und bei
Doppelkopf mit einem doppelten Schafkopfblatt.

Je nach Spiel variiert die Spielerzahl von 2 ("66") Uber 3 (Skat, Tarock) bis 4 (Schafkopf,
Bridge). Ziel eines Spielsist, mehr als die Halfte aller erreichbaren Augen (also etwa 61 bei
Skat und Schafkopf) oder mindestens eine bestimmte, vorher durch eine "Reizung”, einen
"Bietprozess' ausgehandelte Anzahl von Stichen (Bridge) zu machen.

Aber so genau wollen wir gar nicht darauf eingehen. Unsinteressiert hier mehr die
kombinatorische Seite der Kartenspiele.

Beim Skat wird also mit 32 Karten gespielt, in den vier Farben jeweils die Kartenwerte 7, 8,
9,10, D,KundA.

Jeder Spieler erhélt zehn Karten, die beiden Ubrigen Karten werden als " Skat" (bzw. " Stock™)
verdeckt auf den Tisch gelegt.

Wenn tatséchlich ordentlich gemischt wurde, kann man die Hand (das Blatt), das jeder Spieler
erhdlt, als zufallig ansehen, es handelt sich, wenn ein Spieler die ihm ausgeteilten zehn Karten
aufnimmt, al'so um eine Ziehung " 10 aus 32", nattrlich ohne Zur ticklegen, und
Ublicherwei se auch ohne Reihenfolge (beim Aufstecken macht jeder Spieler die Reihenfolge
der Karten, in der er sie aufgenommen hat, wieder "kaputt” und ordnet siein einer
bestimmten, ihm angenehmen Form an).

Man konnte die Karten auch einzeln nacheinander aufnehmen, und die Reihenfolge
berticksichtigen, das wird aber tblicherweise nicht getan:

erstens wird meist nicht nach Ereignissen gefragt, die etwas mit der Reihenfolge der
aufgenommenen Karten zu tun hat,

zweitens sind bei einer Ziehung ohne Zurticklegen sowohl die Mdglichkeiten mit Reihenfolge
als auch die M dglichkeiten ohne Reihenfolge untereinander gleichwahrscheinlich, kénnen
also fur die Laplace-Formel hergenommen werden, man braucht daf ir die Reihenfolge nicht.

Ublicherweise sind hier also die M engen von zehn K arten (Blétter) die samtlichen
M oglichkeiten, die man zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten hernimmt. Und es sind

32
natdrlich (10} Stick. Wiegrof3ist etwa diese Anzahl von Moglichkeiten?
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32 .
= 64,5 Millionen.
10

Das ermdglicht uns bereits die Wahrscheinlichkeit bestimmter naheliegender Ereignisse zu
bestimmen:

32
Die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Blatt zu erhalten, ist genau 1/ [10) =1:64,5Mio.

Denn, vorgegeben ein bestimmtes Blatt, ist nur eine einzige der Mdglichkeiten guinstig fur
dieses Ereignis, namlich die Menge der zehn vorgegebenen Karten.

[Ubrigens: das Ereignis A, bei zweimaligem Verteilen der Karten zweimal dasselbe Blatt zu

! . ) 32 32 32)\(32 L .
erhalten, hat ebenfalls die Wahrscheinlichkeit 1 / = / : hier sind die
10 10 10/ (10

Paare von zwei Blattern die samtlichen (gleichwahrscheinlichen, falls dazwischen wieder

32) [SZJ davon, aber nun sind (32j davon, némlich
10110 10

die Paare von zwei gleichen Bléttern, guinstig fir das Ereignis A.

Das sollte Sie an das Wrfeln erinnern: bei einem Wurf eine Sechs zu wiirfeln ist genauso
wahrscheinlich wie bel zwei Wirfen einen Pasch zu erzielen!

Zweimal nacheinander (bei zwel Versuchen) dasselbe Blatt zu erhalten, ist also noch funfmal
unwahrscheinlicher als eine Sechs beim Lotto. ]

gemischt wird) Moglichkeiten, es gibt [

Wenn mich nur interessiert, ob ich ein bestimmtes Blatt habe, gibt es also genau zwel
M dglichkeiten;

32
"ja" mit Wahrscheinlichkeitp=1/ (10} ,und " nein" mit Wahrscheinlichkeit 1 - p.
Nennen wir den Fall "ja" einen "Erfolg", so haben wir Erfolgswahr scheinlichkeit p und
Miferfolgswahrscheinlichkeit 1-p.

Wieder kdnnten uns weitere Dinge interessieren, a's nur diese Frage.

(2.4.1) Frage: Wieviele Moglichkeiten gibt es, wenn mich nur interessiert, wieviele
Herzkarten ich habe?
Antwort: Die Mdglichkeiten0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 - adso neun Méglichkeiten.

Und die Wahrscheinlichkeiten dieser Félle (Ereignisse)?

8) (24) (32 8) (24) (32

p(0) = / = 0,0304, p(l) = / = 0,1621,
o) l10) " |10 1) {9/ (10
8) (24) (32 8) (24) (32

p(2) = / = 03192, p(3) = / = 0,3004,
2) 8] |10 3/ 7) (10
8) (24) (32 8) (24) (32

p(4) = / = 0,1460, p(5) = / = 0,0368,
4)6) |10 5/(5) (10
8) (24) (32 8) (24 (32

p(6) = / = 0,0046, p(7) = / = 0,0002,
6) 4] |10 7)1 3) |10
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g =[°|[%* /(%] < 00001
0= (5] [2) 1) <0

Dasist wieder die Unterteilung der 32 Karten in 8 Herzkarten und 24 Nichtherzkarten, und
von den 10 "gezogenen" Karten sollen genau i Stiick aus dem 8-er Teil sein.

(2.4.2) Frage: Wieviele Mdglichkeiten gibt es, wenn mich nur interessiert, wieviele Asse ich
habe?
Antwort: DieMoglichkeiten 0, 1, 2, 3,4 - aso funf M&glichkeiten.

Und die Wahrscheinlichkeiten dieser Félle (Ereignisse)?

4) (28) (32

p(0) = / = 0,2034
0) (10) (10
4) (28) (32

p(1) = / = 04282
1)\ 9 10
4) (28) (32

p(2) = / = 0,2890
2) | 8 10
4) (28) (32

p(3) = / = 0,0734
3] 7 10
4) (28) (32

p(4) = / = 0,0058
4] 6 10

(2.4.3) Frage: Wieviele Mdglichkeiten gibt es, wenn mich interessiert, wieviele Herzkarten
und wieviele Pikkarten ich habe?
Antwort: 60 Moglichkeiten.

Wie sehen die denn aus, und wie kann ich sie zdhlen?

Damuf3ich fur jede Mdglichkeit die Zahl der Herzkarten und die Zahl der Pikkarten angeben.
Damit ich sie nicht durcheinanderbringe, wieder als Zahlenpaar (i,j), wobei i die Anzahl der
Herzkarten, j die Anzahl der Pikkarten angibt. Fir dasi habe ich die Méglichkeiten 0, 1, 2,
..., 8, ebenso fir dasj. Allerdings kommen einige der denkbaren Zahlenpaare nicht vor, z.B.
(6,7) kommt nicht vor, denn dann hétte man ja 13 Karten.

Die M &glichkeiten hier sind also die Paare (i,j) mit i+j < 10.

Und die kann man etwa zéhlen, sortiert nach den Mdglichkeiten fr i:

i =0: 9 Maoglichkeiten fur j, also fur die Paare (0,))

i 9 Mdglichkeiten fur j, also fur die Paare (1,))

9 Mdglichkeiten fur j, also fur die Paare (2,))

8 Maoglichkeiten fur j, also fur die Paare (3,))

7 Mdglichkeiten fur j, also fur die Paare (4,))

6 Mdglichkeiten fur j, also fur die Paare (5,))

5 Mdglichkeiten fur j, also fur die Paare (6,))

4 Moglichkeiten fur j, also fur die Paare (7,))

3 Maoglichkeiten fur j, also fur die Paare (8,))

(T T T T T TR
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Leider hat jedesi eine verschiedene Anzahl von passenden j's, sodal’ man die Gesamtzahl
nicht durch eine Multiplikation herausbekommen kann. Man muf3 die Einzelanzahlen der
verschiedenen Falle aufaddieren.

Zusammensinddasalso 9+9+9+8+7+6+5+4+3=60 Mdoglichkeiten.

Oder man zahlt alle denkbaren Paare (i,j), 0 < i,j < 8, und entfernt anschlief3end wieder
digjenigen, die nicht auftreten konnen: Nun gibt es offenbar 81 = 99 denkbare Paare, und
wegwerfen muld man digjenigen Paare (i,j) miti+j >10. Dassind

(88), (8,7), (86), (85), (8,4), (83),

(7.8), (7,7), (7,6), (7.5), (7.4),

(6.8), (6,7), (6,6), (6,9),

(5.8), (5,7), (5.6),

(4.8), (4,7),

(3,8).

Dassind6+5+4+3+2+1=21, und wir erhalten wieder 81 - 21 = 60 M&glichkeiten.
Und wie wahrscheinlich sind diese M 6glichkeiten?

o0t 3

32
Denn danehmeich wieder die [10) Blatter (Mengen von 10 Karten) her und schaue,

wieviele davon glinstig sind, genau i Herzkarten und genau j Pikkarten zu enthalten. und das

8) (8 16
sind genau [Ij [ J [ J Stiick. Dazu haben wir die 32 Karten in 8 Herzkarten, 8

i) \10-i-]

Pikkarten und 16 Ubrige Karten eingeteilt und die Formel von weiter oben benutzt.

(2.4.4) Frage: Wieviele Moglichkeiten gibt es, wenn mich nur interessiert, ob ich mehr
Herzkarten a's Pikkarten habe?

Antwort: Die Mdglichkeiten "ja' oder "nein", "Erfolg" oder "Milerfolg" - aso zwei
Moglichkeiten.

Und die Wahrscheinlichkeit dieses "Erfolges’ ist ...?

Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn ich i Pikkarten und j Herzkarten habe, und i <j gilt.
Das scheint ja eine Riesen-Fallunterscheidung zu werden!

Schreiben wir die zuléssigen Paare (i) auf:

(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (0.6), (0,7), (0.,8),

(1.2), (1,3), (1.4), (1.5), (1,6), (1,7), (1,8),

(2,3), (24), (2,5), (26), (2,7), (2,8),

(34). (35), (36), (3.7),

(4,5), (4,6)

Andere Félle gibt es nicht, weil man jainsgesamt nicht mehr als 10 Karten bekommt.

Jeweils hat man [?j [?J [10 _1?_ jj auszurechnen, diese Zahlen zu addieren und am

32
Ende diese Summe durch (10) Zu teilen.

32
Oder jeweils die Anzahl auszurechnet, durch (10) zu teilen, und dann aufzuaddieren.
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Konnen wir diese Arbeit zumindest noch flr was anderes weiterverwenden?

Jal Dieselben Ausdriicke hétten wir auch bekommen in den Féllen, wo mehr Pikkarten als
Herzkarten vorliegen!

Daware nur i und j vertauscht gewesen, was in den Formeln keine Rolle spielt. Wichtig ist,
dai3 es von Pik- und Herzkarten gleichviele, namlich jeweils 8 Stiick gibt.

Also: das Problem ist "symmetrisch" in den beiden Farben Herz und Pik.

Die Ereignisse "mehr Herz als Pik" (mHaP) und "mehr Pik als Herz" (mPaH) haben dieselbe
Wahrscheinlichkeit. Die wollen wir im Moment nicht ausrechnen, sondern als x erstmal
stehen lassen. Also p(mHaP) = p(mPaH) = x.

Dann hat das Ereignis "mehr Herz als Pik" oder "mehr Pik als Herz" aber die
Wahrscheinlichkeit x + x = 2x, p( mHaP oder mPaH ) = 2x.

Und das Gegenereignis A dazu hat die Wahrscheinlichkeit 1 - 2x.

Konnten wir p(A) leichter ausrechnen as p(mHaP), dann wére das eine Arbeitsersparnis! Das
waére super. Wie sieht A also aus?

Nun, A tritt ein dem Fall, dal3 weder mehr Herzkarten als Pikkarten, noch mehr Pikkarten als
Herzlarten vorliegen. Also: im Fall von genauso vielen Herz- wie Pikkarten!

Das heil3t, wir konnten statt der oben aufgelisteten fast drei3ig Félle auch die sechs Félle
(i,)) =(0,0), (1,2), (2,2), (3,3), (4,4) und (5,5) betrachten, da gibt es respektive

8) (8) (16 8) (8) (16 8) (8) (16
o) (o) o) 1) (25 (2 2) (6]
8) (8) (16 8) (8) (16 8) (8) (16
()05 ()[4 (2)- (53]
Moglichkeiten, d.h. A hat die Wahrscheinlichkeit
p(A) = 0,0001 + 0,0127 + 0,0973 + 0,0884 + 0,0091 + 0,0000 = 0,2076
Und p(mHaP)=x=[1-p(A)]/2= 0,3962, also etwa 40 %.

Denselben Trick kann man Ubrigens auch bei "Zweimal wirfeln" fir das Ereignis ZG = "die
zweite Zahl ist grof3er as die erste” anwenden:

entweder: p(ZG)=(5+4+3+2+1)/36=15/36=5/12,

oder: p(ZG) =[1- p(zwei gleiche)]/2 =[1 - 1/6]/2 = 5/12.

(2.4.5) Frage: Wieviele Moglichkeiten gibt es, wenn mich interessiert, wieviele Herzkarten
und wieviele ich Asse habe?
Antwort: 42 Moglichkeiten.

m
DamuB3ich fur jede Mdglichkeit die Zahl der Herzkarten und die Zahl der Asse angeben.
Damit ich sie nicht durcheinanderbringe, wieder als Zahlenpaar (i,j), blof? bedeutet nuni die
Anzahl der Herzkarten, j die Anzahl der Asse.

Ein Problem tritt auf: wasist mit dem Herz Aslos? Ich kann nicht gleichzeitig 8 Herzkarten
und 0 Asse haben. Oder 0 Herzkarten und 4 Asse.

Aul3erdem auch nicht 8 Herzkarten und 4 Asse, weil man dazu 11 Karten bréuchte. Aber
ansonsten tritt alles auf, d.h. es gibt 98 - 3 = 42 M 6glichkeiten.
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Andere Zahlweise, soritert nach der Anzahl j der Asse:
=0: 8 Mdglichkeiten

1: 9 Mdglichkeiten

2: 9 Moglichkeiten

3. 9 Mdglichkeiten

j =4: 7 Moglichkeiten.

Und 8+9+9+9+7=42

j
J.
J.
j

Und die Wahrscheinlichkeit der Méglichkeiten? Zum Beispiel, dal3 man 4 Herzkarten und 3
Asse hat?

Benutzt werden naturlich die samtlichen Blétter (10-Mengen) zur Berechnung.

Alsowasist p((4,3))? Damacht dasHerz Asdoch grof3e Schwierigkeiten. Betrachten wir
die Aufteilung der 32 Karten in {Herz As}, dierestlichen 7 Herzkarten, die restlichen 3 Asse
und die restlichen 21 Karten, dlso 32=1+7+ 3+ 21.

Dann unterteilen wir die fur (4,3) gunstigen Blé&tter in solche, die das Herz As enthalten, und
solche, die das nicht tun.

TR ) (7)(3)(21) ... .
Ginstig sind im ersten Fall (J ( J ( J ( j Blétter, dajanun
1)13)(2)\4

1Karteaus 1, 3ausden 7, 2 ausden 3und 4 = 10 - 6 aus den 21 stammen soll.

. 1) (7)) (3) (21 .
Im zweiten Fall Blétter, danun
0){4)13/13

0 Kartenaus 1, dafir 4 ausden 7, 3ausden 3und 3 =10 - 7 aus den 21 stammen sollen.

connnsimsson ] ) ()20 3302

Das auszurechnen schenke ich mir.

(2.4.6) Frage: Wieviele Moglichkeiten gibt es, wenn mich nur interessiert, ob ich mehr
Herzkarten als Asse habe?

Antwort: Die Mdglichkeiten "ja' oder "nein”, "Erfolg" oder "MifRerfolg" - aso zwel
Maoglichkeiten.

Und die Wahrscheinlichkeit eines "Erfolges'?

Da mufd ich abzahlen, wieviele Blatter mehr Herzkarten als Asse enthalten.
Viel Spali.

(2.4.7) Letztedieser Fragen: Wieviele Moglichkeiten gibt es, wenn mich interessiert,
wieviele Herzkarten und welche Asse ich habe?
Antwort: 127 Mdglichkeiten.
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Jetzt sind die M églichkeiten Paare (i,W), in deren erster Komponente eine Zahl 0<i <8
steht, und in deren zweiter Komponente eine Teilmenge W der Menge

"Asse" = {Herz As, Karo As, Pik As, Kreuz As} steht.

Diese 4-elementige Menge "Asse" hat 16 = 24 Tellmengen, davon 8 Teilmengen, die Herz As
enthalten, 8 Teilmengen, die dies nicht tun.

Zuerst zéhlen wir die Paare sortiert nach der zweiten Komponente:

Ist W eine der 8 Teilmengen, die Herz As nicht enthalten, so hat man 8 Méglichkeiten fir das
i: nuri=8 istausgeschlossen, daman ja dann das Herz As doch hétte.

Ist W eine der 8 Teilmengen, die Herz As enthalten, so hat man 8 Mdglichkeiten fir dasi:
nur i = 0 ist ausgeschlossen, da man ja dann das Herz As doch nicht hétte.

Es gibt also insgesamt 88 + 88 = 128 Mdglichkeiten. (???) Halt: eine scheidet noch aus:
Eskann nicht W ="Asse" sein, und gleichzeitig i = 8 sein, denn dann hétte man 11 Karten.
Also gibt es 128 - 1 = 127 Mdoglichkeiten.

Nun sortiert nach der ersten Komponente mit einer Fallunterscheidung Uber das Herz As:

Ist das Herz As vorhanden:

8 Mdoglichkeiten fur dasi, und fur 7 dieser Mdglichkeiten, ndmlichfuri =1, 2, ..., 7, jewells
die 8 Mdglichkeiten fir W, die Herz As enthalten, fir eine, namlich fur i = 8, eine weniger,
also 7 Moglichkeiten.

Ist das Herz As nicht vorhanden:

8 Mdoglichkeiten fur dasi, namlichfiri=0,1, 2, ..., 7, jeweils die 8 Mdglichkeiten fir W,
die Herz As nicht enthalten.

Dasergibt (78 + 1[7) + 88 = 127 M&glichkeiten.

Und wie groR ist die Wahrscheinlichkeit z.B. der Méglichkeit (des Ereignisses)
X = "Zwei Herzkarten und von den Assen genau das Pik As'?

32
Naturlich fUr den Nenner der Laplace-Formel die [10) Blatter von je 10 Karten.

Nun die Einteilung (Zerlegung, Partition) der 32 Karten in funf digunkte Teilmengen:
{Herz As} { Pik As} {restliche Asse}, { restliche Herzkarten}, { Ubrige Karten}, aso
P2=1+1+2+7+21

1\ (1\(2\(7\(21
Dann sind offenbar guinstig fur X: [Oj [J (O) (ZJ [ 7} = 1441880 dieser Blétter. Denn

dasist die Anzahl Moglichkeiten, wie man 10 Karten aus den 32 Karten ziehen kann, so daf3
0 ausder ersten Menge (Herz Asfehlt), 1 aus der zweiten Menge (Pik Asliegt vor),

0 aus der dritten Menge (kein weiteres As), 2 aus der vierten Menge (genau zwei Herzkarten)
7 aus der finften Menge (sieben weitere Karten) stammen.

Die Wahrscheinlichkeit betrégt also etwa 2 %.



